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Развита решеточная модель сегнетоэлектрика, в которой учтено межатомное взаимодействие на коротких расстояниях. 
Установлена связь свободной энергии Гельмгольца, параметра порядка и Фурье-образа межатомного потенциала. Исследован 
вклад короткодействующих сил в зависимость параметра порядка от температуры. 
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The ferroelectric lattice model considering interatomic short-range potential is developed. The connection between Helmholtz 

free energy and order parameter and Fourier transform of interatomic potential is obtained. The contribution of short-range part of 
interactions into dependence of order parameter on temperature is investigated. 
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Введение 

Построение статистической термодинамики 
реальных конденсированных систем сводится к вы-
числению конфигурационного интеграла рассматри-
ваемой системы. Для его вычисления может быть 
использовано универсальное представление стати-
стической суммы через функциональный интеграл. 
Впервые представление статистической суммы че-
рез функциональный интеграл было найдено в рабо-
тах Д.Н.Зубарева [1] и С.Ф.Эдвардса [2]. Обзор не-
которых результатов по методу функционального 
интегрирования содержится в [3]. Дальнейшее раз-
витие метода функционального интегрирования вы-
полнено в работах [4-7]. Эффективное приложение 
метода функционально интегрирования к описанию 
фазовых переходов жидкость-газ выполнено 
И.К.Локтионовым [8]. 

Цель данной работы состоит в развитии метода 
функционального интегрирования для решеточной 
модели одноосных сегнетоэлектриков. 

1. Основные положения модели 

Рассмотрим решеточную модель одноосного 
сегнетоэлектрика, в которой взаимодействие между 
диполями определяется их взаимной ориентацией и 
зависит от расстояния между ними. Будем полагать, 
что в системе объема V  находятся N  диполей )(σ sr


 

),...,2,1( Ns  , где sr


 — радиус-вектор диполя. Для 
одноосного сегнетоэлектрика существует выделенное 
направление для диполей, поэтому каждому диполю 
ставится в соответствие направленный вдоль этой оси 
или против оси вектор, с проекцией σ  или σ . Бу-
дем предполагать, что диполи взаимодействуют через 
парный потенциал )(rv 

, который допускает разло-
жение Фурье. Тогда потенциальную энергию взаимо-
действующих диполей можно записать в виде 
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коллективные координаты [9,10]. 
В выражении (1) второе слагаемое описывает 

дальнодействующую часть межатомного потенциала, 
которую мы будем учитывать в приближении средне-
го поля nJv /)0(~  , где J  — обменный интеграл, а 

VNn /  — концентрация диполей в системе. Третье 
слагаемое в (1) описывает взаимодействия между 
диполями на расстояниях порядка нескольких l  ( l  — 
постоянная решетки), т.е. поправку к короткодейст-
вующей части межатомного потенциала, которая уч-
тена вводом решетки. 

В постоянном по величине и направлению внеш-
нем поле h  потенциальная энергия взаимодействия 
системы диполей с внешним полем запишется в виде  

.)(σ
1




N

s
srh   

В статистической сумме взаимодействующих диполей 
  

 




































































N

s
s

k

N

s
s

vN

rhkSkCkv
V

rv
V

UZ

1

 
22

2/Ω

2

1

)0(
2

β

)(σβexp)()()(~βexp

)(σ)0(~
2
βexpSpe

)(βexpSp
2



  



2012  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №68 
 

 24 
 

учтены свойства симметрии коллективных координат 
и осуществлен переход к суммированию по полупро-
странству волновых векторов Ω/2 , а операция взятия 
следа означает суммирование по возможным направ-
лениям диполей. 

2. Представление производящего функционала 
через функциональный интеграл 

Преобразование Стратоновича — Хаббарда 
[11,12] позволяет превратить экспоненты от квадратов 
коллективных переменных )(2 kС


, )(2 kS


, 2σ  к экспо-

нентам линейных функций за счет введения дополни-
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, )(ky


, z : 

,))((σexpSpe
1

σ)0(
2

β 2
























 



N

s
ss

vN

iBArDMZ
  

где ;)0(~ββ
V
vizhA   

 ; )sin()()cos()()(~β2

2/Ω
ss

k
s rkkyrkkx

V
kvB





 



 






















 

 0

222

2/Ω

)()(
2
1

2
1exp

π2
)()(

π2 kk

kykxzkdykdxdzDM





 

— гауссова мера интегрирования. Представление для 
статистической суммы через функциональный интеграл: 
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Поскольку точное вычисление негауссова 
функционального интеграла (2) вряд ли возможно, 
требуется найти достаточно хорошее приближение. 
Ограничимся случаем, когда атомы распределены по 
узлам идеальной решетки, тогда суммирование по 
полупространству волновых векторов 2/  не выхо-
дит за пределы первой зоны Бриллюэна. В результа-
те, в квадратичном по sB  приближении, нахождение 
производящего функционала сводится к вычислению 
однократного интеграла: 
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а переменная интегрирования определена как 
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Вычислим интеграл по y  в (3) методом перевала: 
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где ),('' 0 hyf  — значение второй производной функ-

ции (4) в точке минимума 0y . 

3. Свободная энергия Гельмгольца.  
Параметр порядка 

Определим свободную энергию Гельмгольца в 
расчете на один диполь в термодинамическом пределе: 
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Параметр порядка (среднее значение диполь-
ного момента) определим через логарифмическую 
производную статистической суммы по внешнему 
полю: 
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Исключая точку перевала 0y , можно получить 
связь свободной энергии и параметра порядка: 
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Равновесное значение параметра получим из 
условия минимума свободной энергии при нулевом 
внешнем поле: 

.0)0,(



 hA  

Полученное выражение для связи безразмерного пара-
метра порядка Ψ/σσ~  , безразмерной температуры 

cTT /τ   ( |)0(~|σ2 vnTc  ) выглядит следующим образом: 
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Малая величина 0μ1   характеризует вклад ко-
роткодействующих сил на нескольких l . Заметим, 
что без учета взаимодействия на коротких расстояни-
ях 1)(μ   из (6) легко получается связь между без-
размерной температурой и безразмерным параметром 
порядка: 
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Решение (8) в точности совпадает с решением 
задачи одноосного сегнетоэлектрика с дальнодейст-
вующим потенциалом бесконечного радиуса, полу-
ченным в [13]. С учетом малости короткодействую-
щей поправки получим решение уравнения (6): 

 







τ'.)τ',σ'(μτ~
,'σ)τ',σ'(μσ~
 (9) 

Анализ выражений (7)-(9) показывает, что учет корот-
кодействующих сил в решеточной модели сегнетоэлек-
триков качественно не изменяет картины поведения 
температурной зависимости параметра порядка, однако 
приводит к количественным различиям, в частности, 
уменьшается температура критического перехода. 
Сдвиг температуры Кюри полностью определяется ве-
личиной коэффициента μ  в (6) при 0σ'  и 1τ' . 
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4. Обсуждение результатов 

Расчет температурной зависимости параметра 
порядка был осуществлен для экспоненциального по-
тенциала )exp(π8/)( raaArv


  с Фурье-образом 

222 )/()(~ akAkv 


 и представлен на рис.1. По оси абс-

цисс отложена безразмерная температура, по оси орди-
нат безразмерный параметр порядка. Сплошная кривая 
описывает зависимость параметра порядка от темпера-
туры с учетом только дальнодействующей части меж-
атомного потенциала. Пунктирная линия описывает 
сдвиг температурной зависимости параметра порядка, 
обеспечиваемый учетом распределенных по длинам 
короткодействующих межатомных взаимодействий для 
следующих значений параметров модели: 1al , 

5,0/ JaA , 13 nl . Следует отметить, что вблизи кри-
тической точки поведение графика зависимости пара-
метра порядка от температуры корневое см. рис. 2, что 
согласуется с ранее известными результатами [14]. На 
рис.3 представлен график зависимости различия между 
значениями параметра порядка, полученных с учетом 
дальнодействующей и короткодействующей частей 
межатомного потенциала и значениями, полученными с 
учетом только дальнодействующей части потенциала. 

 
Рис.3. Температурная зависимость разности параметров по-
рядка, полученных в модели [8] и модели, учитывающей ко-
роткодействующую часть межатомного потенциала 

Заключение 

В работе построена решеточная модель одно-
осных сегнетоэлектриков, в которой взаимодействия 
на малых расстояниях учтены вводом решетки, взаи-
модействия на больших расстояниях учтены в при-
ближении среднего поля, а распределенные по дли-
нам короткодействующие взаимодействия учтены в 
качестве вклада в производящий функционал. Пред-
ставлены выражения для свободной энергии Гельм-
гольца, параметра порядка, выраженные через Фурье-
образ межатомного потенциала. Исследована зависи-
мость параметра порядка от температуры. Использо-
вание модельных потенциалов общего вида для опи-
сания различных термодинамических свойств сегне-
тоэлектриков имеет бóльшие перспективы, чем при-
менение только дальнодействующего потенциала 
бесконечного радиуса, за счет введения дополнитель-
ных энергетических параметров. 

Автор выражает искреннюю благодарность 
проф. А.Ю.Захарову за предоставленную идею этой 
работы, конструктивные обсуждения и помощь на 
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