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Исследовано интегро-дифференциальное уравнение задачи дифракции Н-поляризации на незамкнутой поверхности 
вращения. Для решения уравнения использована аналитическая модификация метода Галеркина. Приведены результаты 
численных расчетов. 
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In the article the integro-differential equation of the problem of E-polarization diffraction on open-ended surface of revolution is 
researched. The analytical modification of Galerkin method is developed for solution of the equation. The results of numerical calculations 
are included. 
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1. Сведение исходного уравнения к безразмерному 
интегро-дифференциальному  уравнению 

Рассмотрим незамкнутую поверхность S, обра-
зованную вращением гладкой кривой вокруг оси Z в 
декартовой системе координат X, Y, Z. Связь декарто-
вых координат с криволинейными задается выраже-
ниями 

  ,cosτξ x    ,sinτξ y   ,τηz  1,τ1   π,20   
учитывая которые вычислим коэффициенты Ламе 
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Интегро-дифференциальное уравнение относи-
тельно плотности поверхностных токов в осесиммет-
ричной задаче дифракции Н-поляризации имеет вид [1] 
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Здесь τe


 и te


 означают орты, касательные к обра-
зующим в точках  и t. Переходя в уравнении (1) от 
плотности поверхностных токов к полному току по 
формуле      ,ττπ2τ τjrI   получим следующее ин-
тегро-дифференциальное уравнение: 
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2. Выделение главного гиперсингулярного  
оператора 

Ядро  tK ,τ  имеет логарифмическую особен-
ность. Выделяя особенность [2], преобразуем уравне-
ние (2) к виду 

 
   

          .τ
μ
επ4,τ,τ

τ

τ
1ln

τπ
1

τ

0
τ

1

1
τ

1

1
1

2

1

1

2

EiHtStIdttK
t

tI

dt
ttrrkt

tI



























 

(3)

 

Продифференцировав ядро первого слагаемого, перей-
дем к новой неизвестной функции по формуле 
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и одновременно умножим все уравнение (3) на функ-
цию  τkr . В результате получим гиперсингулярное 
интегро-дифференциальное уравнение 



2012  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №68 
 

 50 
 

 
 
 

 
 

 
   
   

        

 

 



 

 






























1

1
1

2

1

1

1

1

1

1

1

1

,τττ

τ
1lnτ

τ
4π
1

τ
1lnτ)(π2

1

τ
1lnτ

τ
2π
1

τ
1ln)(τπ

1

dttKttrrktu

dtttrr
trrtudtttr

trtu

dtttr
rtudttttu

 

            .τμ
ετ4,ττ 0

τ

1

1

EHkridttStrrktu


   (4) 

Структура этого уравнения определяется положитель-
но определенным гиперсингулярным оператором, пер-
вым слагаемым в левой его части. В заключение под-
черкнем, что уравнение (4) является точным, при его 
выводе не делалось никаких приближений.   

3. Численно-аналитический метод.  
Вычисление матричных элементов 

В задачах дифракции уравнение (4) эффективно 
решается методом Галеркина. А в задачах возбужде-
ния, когда источники первичного поля расположены 
вблизи поверхности дифракции, метод Галеркина не 
эффективен. В этом случае уравнение (4) можно ре-
шить численно-аналитическим методом [3]. Неизвест-
ную функцию ищем в виде бесконечного разложения 
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Подставим (5) в (4) и сведем интегро-дифференциаль-
ное уравнение к эквивалентной бесконечной системе 
вида 
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которая является системой Фредгольма второго рода. 
Согласно численно-аналитическому методу первые N 
неизвестных системы (6) находятся из решения усе-
ченной системы 

,
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а остальные неизвестные определяются по формуле 
,nn ec   . nN  

Матричные элементы гиперсингулярного опера-
тора находятся аналитически, а остальных слагаемых — 
численно, с применением ЭВМ. Для вычисления мат-
ричных элементов применяются следующие методы. 
Вначале производится интегрирование по частям, и 
дифференцирование с ядра интегрального оператора 
переводится на базисные функции. В результате диффе-
ренцирования базисных функций появляются множите-

ли вида ,1/1 2t  которые обращаются в бесконеч-
ность, когда .1t  Для избавления от особенности 
используем замены переменных: ,αcost  .cosτ   В 
результате указанных преобразований матричные эле-
менты сводятся к интегралам от непрерывных функций. 

4. Результаты численных расчетов 
В качестве примера рассмотрим биконическую 

поверхность, которая задается соотношениями  
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Отметим, что функция  τr  является непрерывно 
дифференцируемой.  

Правую часть интегро-дифференциального 
уравнения (4) задаем в виде 
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Сходимость численно-аналитического метода 

20
la  , 0,02α  , Т = 1, 

20
la  , 0,02α  , Т = 0,01, 

,1,00 t  19,0
λ


l  ,1,00 t  19,0
λ


l  
N 

ReI ImI ReI ImI 
2 0,0069080 0,0064150 0,0095159 0,0123593 
3 0,0068826 0,0063834 0,0094358 0,0123451 
4 0,0068667 0,0063638 0,0093859 0,0122893 
5 0,0068677 0,0063648 0,0093885 0,0122266 
6 0,0068643 0,0063613 0,0093789 0,0122232 
7 0,0068635 0,0063606 0,0093768 0,0122051 
8 0,0068630 0,0063601 0,0093754 0,0121802 
9 0,0068626 0,0063597 0,0093741 0,0121574 

10 0,0068624 0,0063597 0,0093736 0,0121372 
 

В табл. приведены значения тока в нуле: I(0). Таблица 
показывает быструю сходимость численно-
аналитического метода в зависимости от числа ба-
зисных функций.  

5. Выводы 

Исследовано одномерное гиперсингулярное 
интегро-дифференциальное уравнение для нахожде-
ния поверхностных токов в задаче дифракции Н-
поляризации на незамкнутой идеально проводящей 
поверхности вращения. Решена трудоемкая задача 
вычисления матричных элементов, возникающих при 
использовании метода Галеркина. Продемонстриро-
вана эффективность численно-аналитического метода 
при решении интегро-дифференциального уравнения. 
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