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Представлены новые результаты исследований в области моделирования энергии взаимодействия многоатомных 
молекул, полученные благодаря расчетным возможностям модели сферических оболочек. Предложены два способа расчета 
энергетической координаты точки перегиба межмолекулярной потенциальной кривой (ПК) сферических оболочек; установлено 
совпадение значений этой координаты с критической температурой. Конкретной адекватной ПК из семейства оболочек 
отвечает ПК-аналог в семействе Ми (n-m), значения индексов которой удается найти. 
Ключевые слова: межмолекулярное взаимодействие, потенциал, модель оболочек, точка перегиба потенциальной 
кривой, прогноз критических параметров, критическая температура 

The new research results on modeling of the interaction energy of polyatomic molecules got due to calculation potential of the 
spherical shell model are presented. In this work two ways of calculating the energy coordinate of the inflection point of the 
intermolecular potential curve (PC) are proposed; the coincidence in the values of this coordinate and the critical temperature is 
established. Some adequate PC of the shell group has PC-analogue of the Mie group (n-m) for which we found indexes values. 
Keywords: intermolecular interaction, potential, shell model, inflection point of a potential curve, prediction of the critical 
parameters, critical temperature 
 

Введение 

Статистическая физика дает возможность рас-
считать свойства системы N взаимодействующих час-
тиц, если известна потенциальная энергия NU  по-
следней. Расчет энергии NU  представляет исключи-
тельно трудную задачу. В то же время есть основания 
считать, что определенная доля трудностей связана 
частично с нашим неумением адекватно использовать 
уже известную в этой области информацию. Именно 
такая попытка обобщения модельного подхода при 
решении вопроса о парном потенциале взаимодейст-
вия многоатомных молекул представлена в настоя-
щей работе. 

I. Одноатомные молекулы 

Только для одноатомных молекул оправдано 
использование точечного центра в качестве простей-
шей модели объекта и применение центральных по-
тенциалов (ЦП) для описания энергии взаимодейст-
вия. Наиболее известными являются ЦП семейства 
Ми (n-m) [1], которым в этом году исполняется 110 
лет: 
 ,//)( mn

mn rbrarU   (1) 
где  n > m > 3, ba,  — неопределенные коэффициен-
ты, r — расстояние между центрами взаимодейст-
вующих объектов. От вида (1) обычно переходят к 
другой форме, где коэффициенты ba,  выражены че-
рез координаты точки M  — минимума потенциаль-
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Взаимодействие пары конкретных молекул 
должно описываться наиболее точно одной ПК из 
семейства модельных потенциалов mnU  . Считается, 
что решить эту задачу выбора, пользуясь только мо-
лекулярными представлениями, невозможно. Стан-
дартный подход заключается в априорном задании 
индексов mn,  и рассмотрении параметров mmr ε,  как 
подгоночных. Подавляющее число работ основано на 
выборе частной формы потенциала Ми (n = 12, m = 6), 
так называемого потенциала Леннарда-Джонса для 
атом-атомного (АА) и межмолекулярного взаимодей-
ствий. (Включение индексов в число подгоночных 
параметров сильно усложняет задачу, поэтому только 
единицы берутся за ее решение [2]). Такой подход 
заставляет задаться вопросом, насколько вообще ва-
жен вопрос о форме модельного потенциала (МП) и 
какие характеристики молекул (и моделей, их заме-
няющих) проявляются в форме МП межмолекулярно-
го взаимодействия (ММВ).  

Многоатомные молекулы 

Моделирование энергии парного взаимодейст-
вия многоатомных молекул заставляет решать допол-
нительно многие вопросы. При этом очевидна важ-
ность выбора достаточно адекватной модели для са-
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мой молекулы. Самая простая модель в виде единого 
силового центра — точечный центр (бесструктурный 
объект) (см.выше). Самая простая составная модель 
— это молекула из атомов, когда сам атом представ-
лен точечным центром. В этом случае обычно исхо-
дят из идеи аддитивного атом-атомного приближения 
(ААП), при котором энергия MU  парного ММВ оп-
ределяется в виде суммы энергий atu  парных атом-
атомных взаимодействий. Очевидно, здесь опреде-
ляющим является выбор атом-атомных потенциалов. 
Существует две точки зрения на проблему. Одни ав-
торы считают, что потенциалы atu  универсальны, т.е. 
зависят лишь от сорта атома. Другие считают, что 
функция atu  должна учитывать, что атомы принад-
лежат определенным молекулам.  

В данной работе мы пытаемся расчетами обос-
новать правоту второго подхода в рамках модели 
сферических оболочек [3-5]. 

Более реалистичный модельный объект также 
может быть единым и составным. В простейшем слу-
чае это единая «эффективная» сфера определенного 
диаметра, моделирующая всю молекулу в целом. По-
тенциалы, в которых явно учтены эти факторы, на 
практике применяются гораздо реже (потенциалы 
Кихары [6], Смита—Тэккера [7], Незбеды [8], потен-
циал сферической оболочки (ПСО) в интерпретации 
де Рокко, Хувера [5] — с тремя подгоночными коэф-
фициентами). В первых трех моделях индексы mn,  
фиксированы (12-6). В то же время теперь у модель-
ного объекта есть собственные характеристики — 
форма и размер, с проявлением которых и должен 
быть связан характер ММВ, т.е. форма адекватной 
ПК. Именно это позволяет сделать ПСО. 

Модель сферических оболочек оказалась при-
годной (в интерпретации Хамана, Ламберта [3,4]) и в 
случае составной молекулы, представленной набором 
оболочек, где каждая оболочка моделирует отдельно 
взятый атом, входящий в состав молекулы. (Подчерк-
нем, что в [3,4] рассматривалась только суммарная 
кривая, но не вклады и было найдено, что для всех 
рассмотренных симметричных глобул ММ МП n = 28, 
m = 7).  

В наших ранних работах по ПСО [9-12], где 
были обобщены результаты нескольких известных 
работ, введена и исследована модель связанного 
атома-оболочки (размера ρ2d , ρ  — длина хими-
ческой связи) и впервые было показано, что значе-
ния приведенных параметров АА ПСО могут быть 
рассчитаны по полученным нами соотношениям 
при задании одной (наиболее общей) характеристи-
ки модели ,/σ dgs   которую мы назвали жестко-
стью оболочки ( σ  — эффективный размер свобод-
ного атома, 0)σ( 0  ru , параметр АА МП  (12-6)).  

В первую очередь полученные соотношения 
могут быть применены к расчету параметров ПК 
ММВ симметричных молекул-оболочек (т.е. с неза-
нятым центром) из k  одинаковых атомов (типа 

6042 C,P,F ). Все связанные атомы в этом случае оди-
наковы, энергия ММВ в ААП определяется как 

SSM ukU  2 . 

Очевидно, что положения минимумов совпадают. 
Особый интерес представляет расчет глубины ямы, 
т.е. параметра ssM k  εε 2 . В качестве примера в [13] 
нами была выбрана молекула фуллерена 60C , когда 
приходится учитывать 3600 атом-атомных вкладов. 
Умножение на 2k  не приводит к нереалистичным 
значениям энергии, т.к. взаимодействие связанных 
атомов значительно слабее, чем взаимодействие сво-
бодных ssε( = 0,89676 К (против 33,18 К для пары 
свободных атомов углерода, выбранных в [14] Жи-
рифалько). 

Факторы формы ПК. ПК-аналоги  
из разных семейств 

На следующем этапе нами была впервые 
[10,15] введена в явное описание очередная особая 
точка ПК, о существовании которой упоминает ряд 
авторов [16,17]. В этой точке )ε,( pprP  выполняются 

необходимые и достаточные условия перегиба функ-
ции [18] 

,ε)( pprU   ,0)(  prU  .0)(  prU  

Были получены формулы для расчета приве-
денных параметров в виде полиномов sg . Этот шаг 
открыл перспективу в возможном решении проблемы 
обоснованного выбора АПК в семействе Ми (n-m). 
Поясним сказанное. Пять координат трех особых то-
чек ПК (нуль, минимум, перегиб) позволяют ввести 
понятия о характеристиках, названных нами факто-
рами формы (ФФ) ПК [19] — крутизна  ,/0 mrr  кри-
визна  ,/ mp rr  относительная глубина  ,ε/ε mp  сте-

пень асимметрии, относительная ширина потенци-
альной ямы — подробно описывающих форму кон-
кретной ПК из семейства ПСО. Очевидно, что в слу-
чае совпадения значений соответствующих ФФ двух 
ПК в двух семействах мы имеем дело с ПК-
аналогами. Выражения для трех ФФ ПК семейства 
Ми легко получаются из выражений для потенциа-
лов:  
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11  — относительная глубина.  (2) 

Отсюда следует, что если для пары молекул в 
рамках действительно физически обоснованной модели 
будет найдена адекватная ПК, для которой возможно 
будет найти значения ФФ ПК, полученные соотноше-
ния могут быть применены для обоснованного опреде-
ления индексов в семействе потенциалов Ми (n-m).  

Сделаем следующий шаг. Допустим, что при 
переходе на модельный уровень описания потенциал 
должен сохранить наиболее фундаментальную ин-
формацию о ММВ, в которой отражаются наиболее 
общие характеристики реальных молекул. Если счи-
тать, что ПК, полученная при таком переходе, — аде-
кватная модель ММВ, можно предположить, что 
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этого достаточно для обоснованного поиска корреля-
ций между «фундаментальными» свойствами веществ 
и координатами «фундаментальных» особенностей 
межмолекулярных кривых. И потому описанию фор-
мы ПК, определению ее параметров и их связи с фун-
даментальными свойствами вещества должно уде-
ляться гораздо больше внимания, чем в настоящее 
время, когда в рассмотрение включается только точка 
минимума ПК, и когда именно с ее координатами 
связывают все фундаментальные характеристики ве-
щества, в том числе и критические параметры.  

Какой потенциал может претендовать на роль 
физически обоснованного? Очевидно, что априорный 
выбор ПК исключается — в любом семействе. Пер-
вый претендент среди выше рассмотренных — это 
ПСО  ,sg  все параметры и факторы формы которых 
определяются заданием единственного фактора sg  
(см. ниже). Если прямым расчетом ММ ПК удастся 
обоснованно связать координаты новой особой точки 
ПК с cV  и cT , можно будет считать выбор физически 
обоснованной АПК в первом приближении решен-
ным. Весьма подробно связь cV  с координатами осо-
бых точек ПК была исследована нами в [20]. Здесь 
мы сосредоточимся на прогнозе cT . 

II. Молекулы-глобулы 

Очевидно, что в модель оболочек должны 
вписываться (при допущении свободного вращения) 
также симметричные молекулы-глобулы, т.е. объек-
ты типа CSn. Было найдено, что для молекул глобул 
жесткость sg  меняется в интервале 0,8-1,2. Именно 
для этого интервала были получены приводимые 
ниже расчетные формулы. Полиномы получены ме-
тодом наименьших квадратов, примененным к ре-
зультатам расчетов, проведенных по общим соот-
ношениям модели оболочек.  
1. Параметры АА ПК ПСО как функции фактора sg   

r-координаты трех особых точек ПК  
(нуль, минимум, перегиб): 

2
0 0393,06841,00087,1 ss ggr   — нуль, 

20368,08124,00097,1 ssm ggr   — минимум, 
209999,06985,02078,1 ssp ggr   — перегиб.  (3) 

ε-координаты двух особых точек ПК  
(минимум, перегиб): 

2* 10208,00829,00439,0ε sss gg   — минимум  (4) 
2079837,006881,00355947,0*ε SSP gg   — перегиб.  (5) 

2. Факторы формы ПСО как функции «жесткости» 
оболочки sg  

крутизна: ,0339,09654,0/0 sm grr   (6) 
кривизна: .0343,00341,1/ smp grr   (7) 

Расчет ε-координаты точки перегиба на основе рас-
чета межмолекулярной ПК 

Здесь мы приводим и анализируем результаты 
прямых расчетов ПК, описывающих взаимодействие 
молекул-глобул. Полная энергия взаимодействия 

двух симметричных молекул типа CSn в ААП запи-
шется в виде суммы: 
 CCCSSSmm unuunU   ***2*2 . (8) 

Как было показано [9-11,13], в нашей модели 
входящие в (8) потенциалы учитывают, что взаимо-
действующие атомы входят в состав «квазижестких» 
молекул (d = 2ρ) и по своим свойствам отличаются от 
свойств тех же, но свободных атомов (σ, ε, МП (12-6)). 
Приведем выражения для энергий трех типов атом-
атомных взаимодействий, определяемых положением 
атома в молекуле: 

ПСО — потенциал взаимодействия пары ато-
мов-оболочек: 
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где NNN dFF )()(*  ,     NNN drdrF   2/2/)( . 
При оценке параметров ε , σ  «смешанной» ПК при-
менялись обычные правила )/2σ(σσ  , 1/2)ε(εε  ; 

взаимодействие центральных атомов (потен-
циал (12-6)) пары молекул: 
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Диаметр оболочки d  служит естественной 
единицей измерения расстояний, а в качестве едини-
цы измерения энергий выбран параметр   ААВ 
внешних атомов, когда они свободны (т.е. МП (12-6)). 
При этом в выражения потенциалов входят безраз-
мерные величины   и  , соответственно опреде-
ляющие отношение размеров внутреннего и внешне-
го атомов и отношение их же энергетических пара-
метров. При переходе от σ  к σ  получим 

α)/2σ(1)/2σ
σσ(1σ 


  и 2/)α1(/σ  ss gdg . 

Для связи энергетических параметров ААВ разных 
типов получим: βεε  , βεε  , где /εεβ  . 

Апробация расчетной методики 

На рисунке представлены результаты расчетов 
отдельных вкладов и полной энергии взаимодействия 
пары молекул четырехфтористого углерода 4CF . 
Видно, что основной вклад в результирующую кри-
вую MU  вносит взаимодействие внешних атомов-
оболочек, следовательно, именно этим определяется 
наблюдаемое подобие формы ПК. Видно также, что 
вклад от взаимодействия центральных атомов весьма 
мал на расстояниях, представляющих интерес. Для 
суммарной ПК была найдена точка перегиба, опреде-
лена ее координата *

p  и проведено сравнение ее с 

критической температурой. 
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Исходная информация [21] для 4CF : 043,1sg  
)65,2  ,765,2(  dF ; 1   2,77σ c ; 0,21β   

)0,19/  ,7,90/(  BCBF kk ; (ААП (12-6)).  

Расчет (по графику): 4538,2* p ; *7,90/ pBp k  ; 

K 56,222/  Bp k ; cT  = 227,6 К (эксп.) [22]. Точность 

прогноза критической температуры:  %9,1 cT . 
Подобный расчет был проведен также для 6SF , 

шестифтористой серы. 
Исходная информация [21] для 6SF : 88,0sg  

)14,3  ,765,2(  dF ; 1  )77,2( S ; 0,39β   
)4,35/ε  ,7,90/(  BSBF kk .   

Расчет (по графику, не приведен) дает: 
;5072,3* p  ;7,90/ *

pBp k   K, 1,318/  Bp k  

cT  = 318,7 К (эксп.) [22].  Точность прогноза крити-
ческой температуры: %1,0 cT .  

Прогноз критической температуры  
по расчетным формулам модели оболочек 

С учетом очевидной важности найденного со-
отношения остановимся на анализе рисунка.  

Прямыми расчетами в [9-11] нами было найдено, 
что для двух ПК (на рисунке — это суммарная межмо-
лекулярная ПК и вклад, вносимый всеми оболочками) 
имеет место подобие формы. На этом основании мы 
попытались описать результирующую межмолекуляр-
ную ПК также с помощью потенциала сферических 
оболочек. Координаты новой ПК были найдены из 
следующих соображений: в применяемом ААП под-

ходе положения нулей и минимумов этих кривых, 
очевидно, совпадают, а глубина ямы определяется 
двумя вкладами: )**(2εε 2

mCsSSM rrnun   , где 
первый вносят взаимодействующие оболочки (это 
минимум соответствующей ПК), а второй равен 
вкладу от взаимодействия оболочек с центрами на 
расстоянии, фиксирующем минимум обеих кривых. В 
ходе расчетов и сравнения с известной информацией 
было показано, что методика себя полностью оправ-
дала [11]. 

Применим теперь тот же подход для прогноза 

M
u
p)ε(  — координаты точки перегиба ММ ПК. Счи-

таем, что совпадают r-координаты всех трех особых 
точек двух ПК — нуль, минимум, перегиб. Для рас-
чета координаты u

pr  имеем формулу (3). Значение 

параметра M
u
p)ε(  для результирующей кривой найдем 

как сумму двух вкладов: 
 )**(2)()ε( 2 u

pCsSS
u
pM

u
p rrnun   .  (10) 

Первый вклад рассчитываем по формуле (5). 
Поправку к значению «оболочечного» параметра P  
находим, приравняв ее значению функции us-c взаи-
модействия центров с оболочками по виду (9) при 
расстоянии r = u

pr . 

Проверка методики расчетов по формулам 

CF4, 4n . Расчеты дают: u
pr  = 2,03. Взаимодей-

ствие оболочек вносит вклад: –178,5 К. Взаимодействие 
типа оболочка-центр при r = u

pr  вносит вклад, равный   

 
Три отдельных вклада и суммарная ПК для молекул CF4 (модель оболочек) 
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–31,82. Сумма двух  вкладов: M
u
p )( = –210,3 К (взаимо-

действие центров внесло бы малый вклад = –1,36 К). 
Точность прогноза критической температуры: (227,6 К) 
— 7,6%. 

SF6, n = 6. Результат расчета: u
pr = 1,87. Взаимо-

действие оболочек вносит вклад: –283,42. Взаимодейст-
вие типа оболочка-центр при r = u

pr  вносит вклад, рав-

ный –41,24. Сумма двух  вкладов: M
u
p )( = –324,66 К. 

Точность прогноза cT : (318,7 К) — 1,8%. 
Расчеты по формулам модели оказываются ме-

нее точными, чем по результирующим потенциальным 
кривым. Однако в качестве прогноза, дающего прием-
лемую точность (причем в модели нет подгоночных 
параметров), он вполне может быть применен. Следо-
вательно, при наличии достоверной исходной инфор-
мации, относящейся к молекулярному уровню описа-
ния, возможен корректный прогноз критической тем-
пературы на основе предложенной методики. 

За неимением места мы не имеем возможности 
так же подробно представить результаты, относящие-
ся к решению проблемы выбора адекватных ПК, в 
том числе ПК-аналогов в семействе Ми. Методика 
основана на применении полученных для факторов 
формы выражений, связывающих крутизну и кривиз-
ну ПК с индексами n, m МП Ми и жесткостью sg  
сферической оболочки ПСО: 

Связь индекса n  ПК Ми с фактором sg  ПСО 
через крутизну mrr /0  для m = 6: 

sgn 41306,2487158,51  ,   (11) 
через кривизну mp rr /  для m = 6: 

sgn 91401,238262,50  .  (12) 
Связь факторов формы с индексом n  
для m = 6: nrr m 00139,089336,0/0  ; 

nrr mp 00143,010709,1/  ,   (13) 

а также общим уравнением, связывающим все факто-
ры формы 

 11
1

ε
ε



















nm

n
r
r

m

m

u
P

M

p .  (14) 

В результате был сделан важный вывод, что все 
параметры ПК и индексы не могут считаться незави-
симыми величинами и, как следствие, не могут зада-
ваться произвольно. Из (14) следует, что априорное 
задание формы ПК Ми, т.е. индексов, должно привес-
ти к определенному произволу в задании ФФ. В свою 
очередь, это приведет к отклонению при прогнозе 
фундаментальных характеристик вещества, образован-
ного из конкретных молекул, поскольку именно в зна-
чениях ФФ должна проявляться наиболее общая физи-
ческая характеристика реальной молекулы. Проверка 
для конкретных веществ это подтвердила.   

Выводы 

Жесткость оболочки sg  оказывается факто-
ром, весьма чувствительным при прогнозе критиче-

ских параметров — температуры и критического мо-
лярного объема. Установленные соотношения можно 
рассматривать как подтверждение высказанного нами 
предположения о связи фундаментальных свойств 
«реальной» поверхности потенциальной энергии 
ММВ и адекватных ПК, которые проявляются в фун-
даментальных характеристиках вещества. За неиме-
нием места мы не приводим простые физические 
обоснования установленных совпадений, но отсыла-
ем к нашей работе [23]. Поскольку для модели оболо-
чек все параметры могут быть рассчитаны, рассмот-
ренный метод выбора формы АПК является чисто 
прогностическим, отличаясь от известных, которые 
опираются на информацию о свойствах вещества, но 
не молекул. Полученные результаты также подтвер-
ждают тот факт, что жесткость оболочки, являясь 
управляющим параметром модели и отражая факт 
электронно-ядерного устройства молекул, представ-
ляет максимально-информационноемкий фактор 
(МИФ) объекта [24], возможности которого далеко не 
исчерпаны. 
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