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Построено обобщенное правило кодирования периодических последовательностей над полями Галуа произвольного 
расширения. В качестве базовой циклической структуры применяются M-последовательности. Полученное правило 
кодирования обладает высокой универсальностью, которая достигается широким выбором параметров, включая алфавит и 
период формируемых последовательностей. 
Ключевые слова: обобщенное правило кодирования, расширенное поле Галуа, M-последовательность, 
периодическая последовательность 

The generalized coding rule of periodic sequences over Galois fields of arbitrary extension is constructed. M-sequences are 
used as a basic cyclic structure. The obtained coding rule is highly multipurpose which is achieved by a wide variety of parameters 
including alphabet and period of generated sequences. 
Keywords: generalized coding rule, extended Galois field, M-sequence, periodic sequence 
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1. Введение 

Одно из главных направлений развития совре-
менных информационных технологий лежит в сфере 
широкополосных систем связи, локации, навигации, 
сотовых, волоконно-оптических, спутниковых и дру-
гих информационных комплексов. Базовым элемен-
том таких систем являются бинарные, двоичные, тро-
ичные, P-ичные, многофазные и псевдослучайные 
периодические последовательности.  

Вопросам формирования последовательностей 
и изучению их свойств посвящено большое количест-
во фундаментальных исследований отечественных [1-
4] и зарубежных [5-8] авторов. Регулярно проводится 
всемирный форум «Sequences and Their Applications». 

Отметим некоторые известные семейства по-
следовательностей: 

— последовательности Ипатова [9]. Формиру-
ются над троичным алфавитом на основе M-последо-
вательностей и обладают идеальной периодической 
автокорреляционной функцией (ПАКФ) с пик-факто-
ром, близким к единице; 

— семейства многофазных последовательно-
стей. Например, последовательности Чу [10], Милев-
ского [11], Ли [12] и Люка [13], которые имеют низ-
кий уровень боковых лепестков ПАКФ. Также не-
сколько новых правил кодирования многофазных 
последовательностей предложено в работах Кренгеля 
[14]; 

— последовательности Лежандра [15]. Опре-
деляются классами квадратичных вычетов над про-
стыми полями Галуа и имеют одноуровневую ПАКФ 
со значением бокового лепестка, равным –1; 

— в [16] разработаны алгоритмы формирова-
ния ансамблей квазиортогональных последователь-
ностей с идеальной ПАКФ. 

Несмотря на значительное число научных ра-
бот, объектом исследования которых выступают пе-
риодические последовательности, актуальной остается 
задача разработки обобщенных правил кодирования 
(ОПК). Такие правила кодирования позволяют строить 
универсальные устройства формирования больших 
массивов периодических последовательностей, отли-
чающихся алфавитом, периодом, структурой, корреля-
ционными и другими свойствами. Подобные устройст-
ва необходимы для многофункциональных адаптив-
ных комплексов различного назначения. В теоретиче-
ском плане ОПК позволяют  систематизировать из-
вестные семейства последовательностей с различными 
свойствами, что особенно важно при синтезе последо-
вательностей с заданным набором свойств.  

По способу формирования большинство после-
довательностей можно разделить на две группы. Первая 
группа последовательностей определяется над просты-
ми полями Галуа, вторая — над расширенными. Для 
простых полей Галуа крайне результативными являются 
ОПК, основанные на классах степенных вычетов и цик-
лотомических числах [17,18]. Однако в общем случае 
распространить это ОПК на расширенные поля Галуа не 
представляется возможным из-за сложности расчета 
соответствующих циклотомических чисел. С другой 
стороны, определение ОПК на основе циклической 

структуры M-последовательностей над расширенными 
полями Галуа представляется исключительно актуаль-
ной задачей.  

Таким образом, целью настоящей работы явля-
ется построение ОПК периодических последователь-
ностей над расширенными полями Галуа на основе 
M-последовательностей. 

2. Общие положения 

Пусть дано расширенное поле Галуа  mqGF , 

где spq   — характеристика поля, p  — простое 
число, а s  и m  – натуральные числа. Выбор кратно-
сти расширения поля не ограничен.  

Соответствующую M-последовательность пе-
риода 1 mqL  над  mqGF  обозначим  nd . Вы-
полним разложение  nd  на q  двоичных последова-
тельностей (ДП), поставив их в соответствие каждому 
элементу поля  qGF . Так, для последовательности, 
отвечающей элементу  qGF , единица ставится 
на тех позициях n , для которых соответствующий 
элемент M-последовательности  nd  равен  , и нуль 
в остальных случаях.  

Пусть   — первообразный элемент поля 
 qGF . Любой ненулевой элемент этого поля выра-

жается через первообразный как r . Всего таких эле-
ментов 1 qT . Каждому элементу r  поставим в 
соответствие ДП, как было описано выше: 



 


случае. противном в  ,0

; если  ,1)(
r

nr
n

d
x  

Индекс r  принимает значения от нуля до 
1T . А период всех  )(r

nx  совпадает с периодом М-
последовательности  nd , т. е. равен L .  

С другой стороны, для нулевого элемента поля 
 qGF  получаем: 



 


случае. противном в  ,0

;0 если  ,1 n
n

d
 

По свойствам M-последовательностей [19] ДП 
 n  имеет период TLh  . 

Определение 1. ДП  )(r
nx  и  n  назовем струк-

турными последовательностями (СП). Они отражают 
структуру M-последовательности.  

В силу свойств расширенных полей Галуа 
[1,5,17] имеют место следующие свойства СП: 

Свойство 1. Для произвольной СП  )(r
nx  спра-

ведливо равенство: )()( kr
n

r
khn xx 

  . 

Свойство 2. Для произвольной СП  )(r
nx  спра-

ведливо равенство: )()( r
n

Tr
n xx  . 

3. Обобщенное правило кодирования 

Построим ОПК, поставив в соответствие каж-
дой СП некоторый символ. Для достижения большей 
универсальности используем комплексный алфавит. 
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СП  )(r
nx , отвечающей элементу r  из  qGF , 

соответствует комплексный символ rz . СП  n , ко-
торая определяется нулевым элементом  qGF , в со-
ответствие ставится комплексное число  . То есть (1) 
эквивалентно следующей формуле: 


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
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случае. противном в  ,
; если  ,

γ
r

nr
n

dz
 

На основе символов rz  сформируем последо-
вательность  rz  периода ,  который должен делить 

1 qT  без остатка.  
Определение 2. Назовем  rz  моделирующей 

последовательностью (МП). 
Чтобы расширить функциональные возможно-

сти формирования последовательностей, введем 
вспомогательный коэффициент α,  являющийся в 
общем случае комплексным числом. Такой, что 

1,α   а последовательность    ,α,αα 10n  имеет 
период, делящий TLh   без остатка. Окончательно 
ОПК принимает вид: 
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








случае. противном в  ,
; если  ,

α
r

nrn dz
 (2) 

Определение 3. Последовательность  ny , фор-
мируемую с помощью ОПК (2), назовем обобщенной 
последовательностью (ОП). 

Таким образом, ОПК (2) определяется сле-
дующими параметрами: 

1) характеристикой и степенями расширения 
поля Галуа, над которым строится множество СП; 

2) алфавитом. В общем случае ОПК определе-
но над комплексным алфавитом, следовательно, до-
пустимы любые его частные случаи. Это позволяет 
формировать большинство известных семейств по-
следовательностей; 

3) моделирующей последовательностью. Ока-
зывает влияние на вид и свойства формируемой ОП; 

4) коэффициентами α  и  . Параметр   по-
зволяет снизить уровень бокового лепестка периоди-
ческой корреляционной функции, а α  — изменить 
период формируемой ОП. 

Оценим период ОП  ny , определяемой ОПК 
(2). 

Теорема 1. Период ОП  ny , которая соответ-
ствует МП  rz  периода ,  равен или делит h  без 
остатка. 

Доказательство. Достаточно показать, что 

nhn yy  . Поскольку n
n

ny  α , то необходимо ус-

тановить истинность равенства n
n

hn
hn  

 αα . По 

построению период последовательности  nα  делит 

h  без остатка. Следовательно, .αα nhn   
По формуле (1) имеем: 
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СП  n  имеет период TLh  , следовательно, 

nhn   . Осталось показать, что  
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По свойству 1 имеем: 
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В первой сумме произведем замену vTw   и 
воспользуемся свойством 2, а также условием перио-
дичности МП: 
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Тогда окончательно: 
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То есть равенство nhn    выполняется. Отсю-

да вытекает истинность nhn yy  . Теорема доказана. 

4. Апробация ОПК 

Чтобы продемонстрировать универсальность 
ОПК (2), приведем несколько примеров. Покажем, 
что многие известные последовательности являются 
частным случаем ОП при конкретных значениях па-
раметров ОПК. 

Теорема 2. ОП, формируемая на основе расши-
ренного поля Галуа  23GF , вырожденной МП 
   rz  периода 1 , коэффициентов 1α   и 

1  над бинарным алфавитом, совпадает с бинар-
ной последовательностью (БП)   ,,,  (с точно-
стью до эквивалентных преобразований, см. [20]), 
которая имеет идеальную ПАКФ. 

Доказательство. M-последовательность  nd  

над  23GF  имеет период 8L  и для примитивного 

многочлена   22 xxxf   принимает вид: 
 2,2,0,2,1,1,0,1 . Поскольку первообразный элемент   
поля  3GF  равен двум, то получаем следующее 
множество СП: 

— элементу 10   отвечает    ;0,0,0,0,1,1,0,1)0( nx  

— элементу 21   отвечает    ;1,1,0,1,0,0,0,0)1( nx  
— нулевому элементу поля  3GF  отвечает 

   0,0,1,0n . 
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Подстановка параметров в ОПК дает: 
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Что и требовалось показать. 
Теорема 3. ОП, формируемые над расширен-

ными полями Галуа  33GF  и   




 222GF  на основе 

МП    rz  периода 1  и коэффициентов 1α   
и 1 , соответствуют БП   ,,,,  и 
  ,,,,,,,,,,,,  (или их равносильным пре-
образованиям, см. [21]), которые обладают одноуров-
невыми ПАКФ со значением бокового лепестка, рав-
ным единице. 

Те же параметры ОПК используются выше при 
формировании БП   ,,, . Доказательство заключа-
ется в простой подстановке значений параметров в ОПК 
и полностью аналогично доказательству теоремы 2. 

Схожему набору параметров (МП   , 1α   и 
)1  над расширенным полем Галуа  mGF 2  соот-

ветствует семейство БП с одноуровневой ПАКФ и 
боковым лепестком, равным –1.  

Теорема 4. ОП, формируемые на основе рас-
ширенного поля Галуа  mqGF  с нечетной характе-
ристикой и степенью расширения, МП     ,rz  
периода 2 , коэффициентов 1α   и 0 , эк-
вивалентны ТП Ипатова [9] с идеальной ПАКФ. 

Доказательство. Последовательности Ипато-
ва определяются следующим правилом кодирова-
ния: 

 













случае. противном в  ,0
;невычет ыйквадратичн если  ,1

;вычет ыйквадратичн если  ,1
1 n

n
n

n d
d

c  

Подстановка параметров, указанных в форму-
лировке теоремы, в ОПК приводит к эквивалентной 
формуле. Теорема доказана. 

Теорема 5. ОП, формируемые на основе рас-
ширенного поля Галуа  mpGF , где p  — простое 

число; МП    rrz   периода 21  pT  и ко-
эффициентов 1α   и 0 , равносильны с точно-
стью до циклического сдвига соответствующим M-
последовательностям над  mpGF . 

Доказательство этого утверждения вытекает из 
определения ОПК. 

Теорема 6. ОП, формируемые над расширен-
ным полем Галуа  mpGF , где p  — простое число, 

на основе МП  
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r 2exp  периода 

21  pT  и коэффициентов 1α   и 1 , сов-
падают с некоторыми многофазными последователь-
ностями Люка [13]. 

Доказательство. На основании формулы (2) 
правило кодирования принимает вид: 
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r

n

r

n
n 2exp

случае. противном в  ,1

; если  ,21 . 

Сформированная последовательность  ny  от-
носится к последовательностям Люка I-го типа. Что и 
требовалось показать. 

5. Заключение 

Предложено обобщенное правило кодирования 
периодических последовательностей, которое позво-
ляет формировать практически все известные семей-
ства последовательностей над расширенными полями 
Галуа. Универсальность ОПК достигается широким 
выбором параметров: 

— характеристикой, степенями и кратностью 
расширения поля Галуа; 

— алфавитом; 
— моделирующей последовательностью; 
— периодом формируемых последовательно-

стей. 
Достоверность работы и практическая реали-

зуемость ОПК проверены на компьютерной модели. 
Универсальность ОПК проиллюстрирована на много-
численных примерах. 
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