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Пояснительная записка

Методические рекомендации (указания) по практическим занятиям / Методические указания по выполнению лабораторных работ, являющиеся  частью учебно-методического комплекса по дисциплине «Математика» (МДК _________) составлены в соответствии с:

1 Федеральным государственным образовательным стандартом  по специальности: 
151901 Технология машиностроения (приказ Министерства образования и науки РФ от 12.11.2009 года № 582)

220703 Автоматизация технологических процессов и производств, (приказ Министерства образования и науки РФ от 18.11.2009 года № 621)

210723 Сети связи и системы коммутации (приказ Министерства образования и науки РФ от 07.04.2010 года № 295)
2 Рабочей программой учебной дисциплины;

3 Положением о планировании, организации и проведении практических занятий студентов, осваивающих основные профессиональные образовательные программы среднего профессионального образования в колледжах НовГУ.
Методические рекомендации включают ___ практических занятий, предусмотренных рабочей программой учебной дисциплины в объёме:

44 часа для специальности 151901 Технология машиностроения ;
60 часов для специальности 220703 Автоматизация технологических процессов и производств;

50 часов для специальности 210723 Сети связи и системы коммутации.
В результате выполнения практических заданий / лабораторных работ  обучающийся должен:

уметь: 
- использовать учебную литературу, 

- обосновывать шаги решения задач с использованием математической терминологии и символики, 

- грамотно использовать микрокалькулятор при вычислении, 

- формулировать на математическом языке несложные прикладные задачи.
знать:

- основные математические методы решения прикладных задач;

- основные понятия и методы математического анализа, линейной алгебры, теории комплексных чисел, теорий вероятностей и математической статистики;

- основы интегрального и дифференциального исчисления;

- роль и место математики в современном  мире при освоении профессиональных дисциплин  и в сфере профессиональной деятельности;

Перечень формируемых компетенций:
Общие компетенции (ОК):
-  осуществлять поиск, анализ и оценку информации, необходимой для постановки и решения профессиональных задач, профессионального и личностного развития;

- использовать информационно-коммуникационные технологии для совершенствования профессиональной деятельности;
- осуществлять поиск, анализ и оценку информации, необходимый для постановки и решения профессиональных задач.

- организовывать собственную деятельность, оценивать их эффективность и качество.

- решать проблемы, оценивать риски и принимать решения в нестандартных ситуациях.

Профессиональные компетенции (ПК): 

- проводить контроль соответствия качества деталей требованиям технической документации. 

- рассчитывать параметры типовых схем 

- проводить анализ характеристик надёжности 

2.2. Тематический план и содержание учебной дисциплины «Математика»

	Наименование разделов и тем
	Содержание учебного материала, лабораторные  работы и практические занятия, самостоятельная работа обучающихся, курсовая работа (проект) 
	Объем часов
	Уровень освоения

	1
	2
	3
	4

	Введение
	Содержание учебного материала
	2
	1

	
	Роль математики при изучении профессиональных и специальных дисциплин и в профессиональной деятельности
	
	

	Раздел 1. Математический анализ
	
	68
	

	Тема 1.1.

Дифференциальные и интегральные исчисления
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Производная. Вычисления производных элементарных и сложных функций
	
	

	
	Геометрический смысл производной. Исследование функций и построение графика.
	2
	

	
	Решение задач на экстремум.
	2
	

	
	Определённый интеграл и его свойства. Вычисление определённого интеграла.
	2
	

	
	Функции нескольких переменных. Частные производные.
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Вычисление площади плоской фигуры и объёма тел вращения.
	2
	

	
	- Вычисления неопределённого интеграла методом подстановки и по частям.
	2
	

	
	- Решение прикладных задач.
	2
	

	
	Самостоятельная работа студентов: 
Подготовка к практическим занятиям
	4
	

	Тема 1. 2.
Дифференциальные уравнения 
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача Коши. 
	
	

	
	Линейные, дифференциальные уравнения первого порядка.
	2
	

	
	Однородные дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	

	
	Простейшие дифференциальные уравнения второго порядка
	2
	

	
	Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.
	2
	

	
	Дифференциальные уравнения в частных производных.
	2
	

	
	Решение задач прикладного характера.
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Решения дифференциальных уравнений второго порядка.
	2
	

	
	- Решение линейных, однородных дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	

	
	- Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными.
	2
	

	
	Самостоятельная работа студентов: 
Подготовка к практическим занятиям
	4
	

	Тема 1.3.
Ряды
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Числовой ряд. Основные понятия. Геометрический и гармонический ряды
	
	

	
	Необходимый достаточный признаки сходимости ряда
	2
	

	
	Знакопеременные ряды. Абсолютно и условно сходящиеся ряды.
	2
	

	
	Степенной ряд. Радиус и область сходимости степенного ряда.
	2
	

	
	Разложение элементарных функций в степенной ряд.
	2
	

	
	Тригонометрический ряд. Ряд Фурье.
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Исследование числового ряда на сходимость.
	2
	

	
	- Нахождение радиуса и области сходимости степенного ряда
	2
	

	
	- Разложение функции в ряд Тейлора и Маклорена
	2
	

	
	- Разложение функций, часто встречающихся в электротехнике.
	2
	

	
	Самостоятельная работа студентов: 
- Подготовка к практическим занятиям 

- Презентация: Ряды Фурье в элекротехнике.
	4
	

	Раздел 2. Комплексные числа
	
	28
	

	Тема 2.1.

Комплексные числа
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Комплексные числа. Основные понятия. Геометрическое изображение комплексного числа.
	
	

	
	Тригонометрическая форма комплексного числа.
	2
	

	
	Тождество Эйлера. Показательная форма комплексного числа.
	2
	

	
	Выражения основных характеристик электрических цепей переменного тока комплексными числами.
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Действия над комплексными числами в алгебраической форме
	2
	

	
	- Действия над комплексными числами тригонометрической форме
	2
	

	
	- Действия над комплексными числами в показательной форме.
	2
	

	
	- Переход от одной формы комплексного числа к другой. Действия в различных формах комплексного числа. 
	2
	

	
	- Расчёт цепей переменного тока символическим методом
	2
	

	
	Контрольная  работа (за семестр)
	2
	

	
	Самостоятельная работа обучающихся: 
- Подготовка к практическим занятиям по теме

- Презентация: комплексные числа в электротехнике.
	8
	

	Раздел 3 
Основы теории вероятностей и математической статистики
	
	44
	

	Тема 3.1.
Основы теории вероятностей и математической статистики
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Комбинаторика. Выборки элементов
	
	

	
	События и их классификация. Классическая и статистическая определения вероятности случайного события.
	2
	

	
	Дискретная и непрерывная случайная величины. Способ задания дискретной случайной величины
	2
	

	
	Задачи математической статистики. Генеральная и выборочная статистические совокупности.
	2
	

	
	Теорема сложения и умножения вероятности. Условная вероятность. Формула полной вероятности.
	2
	

	
	Числовые характеристики дискретной случайной величины.
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Решение простейших комбинаторных задач.
	2
	

	
	- Решение задач на определение вероятности случайных событий.
	2
	

	
	- Решение задач на вычисление вероятности, используя основные теоремы теории вероятности.
	2
	

	
	- Нахождение математического ожидания, дисперсии и среднего квадратичного отклонения дискретной случайной величины, заданной законом распределении
	2
	

	
	- Выборочный метод. Вычисление числовых характеристик.
	2
	

	
	- Решение задач теории корреляции
	2
	

	
	Самостоятельная работа обучающихся: 

- Подготовка к практическим занятия по теме

- Решение задач с экономическим содержанием
	20
	

	Раздел 4. 
Основные численные методы
	
	30
	

	Тема 4.1.
Численное интегрирование
	Содержание учебного материала
	2
	1,2,3

	
	Формулы прямоугольников. Формулы трапеций. Абсолютная погрешность.
	
	

	
	Численное дифференцирование. Формулы приближённого дифференцирования. Погрешность в определении производной.
	2
	

	
	Построение интегральной кривой. Метод Эйлера
	2
	

	
	Практическое занятие: 
- Приближённое вычисление интегралов 
	2
	

	
	- Нахождение производных функций в точке по заданной таблично функции методом численного дифференцирования.
	2
	

	
	- Нахождение производных функций в точке по заданной таблично функции методом численного дифференцирования.
	2
	

	
	- Нахождение значение функции, определяемое заданным дифференциальным уравнением и начальными условиями с использованием метода Эйлера.
	2
	

	
	Самостоятельная работа студентов: 
Подготовка к практическим занятиям по разделу: основные численные методы.
	16
	

	
	Всего
	172
	


Для характеристики уровня освоения учебного материала используются следующие обозначения:

1. – ознакомительный (узнавание ранее изученных объектов, свойств); 

2. – репродуктивный (выполнение деятельности по образцу, инструкции или под руководством)

3. – продуктивный (планирование и самостоятельное выполнение деятельности, решение проблемных задач)
Содержание практических занятий 

	Пояснительная записка
	19

	Раздел 1 

Основы линейной алгебры
Раздел 2                                                                                                                                                                                                                                       
	23

37  

	Комплексные числа 
	

	
	

	Раздел 3                                                                       
	39


	Дифференциальное исчисление
	

	Интегральное исчисление
	

	Дифференциальные уравнения
	

	Последовательность и ряды
	

	Раздел 4                                                                      
Основы дискретной математики

Раздел 5                                                                     
Элементы комбинаторики и теории вероятностей.

Раздел 6                                                                      

Основные численные методы. 
Список учебной литературы                                       
	96
122

144

175


ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ    ЗАПИСКА
Данное пособие содержит методические указания по выполнению практических работ по дисциплине «Математика» естественно-научного цикла. Пособие разработано на основе рабочих программ по специальностям 220301 Автоматизация технологических процессов и производств (по отраслям), 151001 Технология машиностроения, 210406 Сети связи и системы коммутации.

 Организация учебного процесса предполагает выполнение студентами практических работ для формирования практических навыков при решении задач различного типа. В ходе выполнения практических работ студенты изучают теорию по заданному вопросу, разбирают выполненные упражнения, задачи, решают самостоятельно подобные задачи, отвечают на контрольные вопросы, делают отчет по работе.

Цель практических занятий – формировать у студентов умения использовать учебную литературу, обосновывать шаги решения задач с использованием математической терминологии и символики, грамотно использовать микрокалькулятор при вычислении, формулировать на математическом языке несложные прикладные задачи.

В методическое пособие включено максимальное количество практических работ. 

Каждая практическая работа содержит максимальная количество задач и упражнений для самостоятельной работы. Обьём работы задается преподавателем в зависимости от способности студентов. минимальное количество заданий 2-3.

Подготовку и отчет к практической работе студент ведет самостоятельно, во внеаудиторное время. 

Выполнение каждой практической работы с оформлением её результатов занимает два часа. Аудиторное время студент затрачивает:

- на собеседование с преподавателем по теоретической части работы,

- ознакомление с заданием,

- выполнение расчетов,

- решение задач 

Непосредственно после завершение работы студент должен отчитаться о проделанной работе перед преподавателем.

Отчет по работе оформляет на листах в тетради в клетку.

Отчет должен содержать:

            - цель работы

            - ответы на контрольные вопросы

            - решение задач, упражнений самостоятельной работы

            - схемы, графики, таблицы необходимо выполнять карандашом и аккуратно,    

- приводятся формулы, используемые для решения.

Критерии оценки работ

«5»- полное овладение содержанием материала практической работы, грамотное логическое изложение основных понятий, правильные ответы на контрольные вопросы, качественное оформление практической работы;

«4»- овладение содержанием материала практической работы, освоение учебного материала, правильные ответы на вопросы, допущены негрубые ошибки в расчетах;

«3»- знание основных определений, но неполное их изложение. Не точное понятие, есть ошибки в ответах на контрольные вопросы;

«2»- бессистемные знания, ошибки в определениях и решениях, не качественное оформление практической работы. 

ПЕРЕЧЕНЬ  ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ

(На 50 часов)
Раздел 1 Основы линейной алгебры (4 часа)
· Решение систем линейных уравнений с тремя переменными
· Решение систем линейных уравнений методом последовательного  исключения неизвестных

Раздел 2  Комплексные числа (8 часов)

· Действия над комплексными числами в алгебраической форме.
· Действия над комплексными числами в тригонометрической форме.
· Действия над комплексными числами показательной форме.
· Расчет цепей переменного тока символическим методов
Раздел 3 Математический анализ (20 час)
· Вычисление производных функций.
· Вычисление неопределенных интегралов.
· Решение задач прикладного характера с помощью определенного интеграла 
· Решение линейных дифференциальных уравнений первого порядка

· Решение дифференциальных уравнений второго порядка

· Исследование числового ряда на сходимость

· Степенной ряд. Радиус сходимости

· Разложение в ряд Тейлора элементарных функций.

· Разложение четных и нечетных функций в ряд Фурье.

· Разложение функций, часто встречающихся в электротехнике в ряд Фурье.

Раздел 4 Основы дискретной математики (4час)
· Множества и операции над ними

· Задание графов. Операции над графами.
Раздел 5 Основы теории вероятности и математической статистики (8 

час)
· Решение простейших комбинаторных задач

· Решение задач по вычислению вероятности событий
· Решение задач по вычислению вероятности событий, используя основные теоремы теории вероятности.
· Вычисление математического ожидания, дисперсии случайной величины, заданной законом распределения

Раздел 6 Основные Численные методы (6 часов)
· Приближенное  вычисление определенных интегралов.
· Нахождение   значения   функции,   определяемое   заданным   дифференциальным уравнением и начальным условием, с использованием метода Эйлера.
· Нахождение производных функций в точке х    по заданной таблично функции у = f(x) методом численного дифференцирования
Раздел I
Основы линейной алгебры
Практическая работа.

Тема:  Системы трех линейных уравнений с тремя переменными.

Цель: Уметь вычислять определители третьего порядка, и решать систему.

1.  Теория

1.1   Определителем третьего порядка, составленным из чисел [image: image3.png]a,, by, ¢y, @y, by, €5, a3, by, C3,



называется число, определяемое равенством
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.

Формулу называют разложением определителя третьего порядка по элементам первой строки.

Система трех линейных уравнений с тремя переменными

[image: image6.png]a,x+byy+ciz=d,
a,x+byy +cyz=d,
Ayx + byy + Caz = dy




при условии, что определитель системы [image: image8.png]


  имеет единственное 

решение, которое находится по формулам Крамера:

[image: image9.png]



где
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     Если же [image: image12.png]


,  то система является либо неопределенной, либо несовместной              в том случае, если система однородная, т.е. имеет вид

[image: image13.png]a,x+byy+ciz=d,
a,x+byy +cyz=d,
Ayx + byy + Caz = dy




и[image: image15.png]A+0



,  то она имеет единственное решение: х =0,  y =0,  z=0.


Если определитель однородной системы[image: image17.png]


,  то система сводится либо

к двум независимым уравнениям (третье является их следствием), либо к одному (следствиями которого являются остальные два уравнения). В обоих случаях однородная система имеет бесконечное множество решений.

1.2 Примеры:

[image: image18.png]3
1
4





По формуле получим 

                             [image: image20.png]3 2 2
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[image: image21.png]=3(-5+16)—2(1+32)+2(2+20)=33—-66+44=11




Решить систему уравнений    

[image: image22.png]7x—3y +5z =32
5x+2y+z=11
2x—2y +3z =14




Находим:

[image: image23.png]



[image: image25.png]=7(6+1)+3(15—2)+5(—5—4)=49+39—-45=43



;

[image: image27.png]


;
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;

[image: image30.png]7 =3 32
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[image: image31.png]



Ответ: (2;-1;3)
2.  Упражнения для самостоятельной работы

	1)   [image: image33.png]2x;—X; —x3=4
3x, + 4x, — 2%, = 11
3x, — 2x, + 4%, = 11





	5)   [image: image35.png]X+ X, +2x; =1
2%, — %, + 203 =

4x, +x, + 4%,






	2)    [image: image37.png]3x;+2x, +x3=5
25, 430,41, =1
2%, + %, + 3%, = 11





	6)   [image: image39.png]Xy +2x;, +4x; =31
5x; + x, + 2x3 = 29
3, — X, + %3 = 10






	3)   [image: image41.png]2x;—X; —x3=4
3x, + 4x, — 2%, = 11
3x, — 2x, + 4%, = 11





	7)    [image: image43.png]3x;+2x, +x3=5
25, 430,41, =1
2%, + %, + 3%, = 11






	4)    [image: image45.png]2% —X; — X3
3G+ =0
4x, — 3%, + %, = 1





	8)    [image: image47.png]X+ X, +2x; =1
2%, — %, + 203 =

4x, +x, + 4%,







	a)   [image: image49.png]{21+51:1
3x+7y






	б)   [image: image51.png]{2%3;7:4

4x — 5y





	в)   [image: image53.png]{4x+7y+13:0
5x+8y+14=0






3.  Контрольные вопросы 
    1)  Элементы главной диагонали.

2)   Исследование системы трёх линейных уравнений с тремя переменными..

3)  Формулы Крамера.

Практическая работа.

Тема:  Решение систем линейных уравнений методом последовательного исключения переменных..

Цель: Уметь решать и исследовать системы линейных уравнений, используя метод Гаусса.

1. Теория.
1.1 Метод Гаусса является наиболее распространенным точным методом решения и исследования систем линейных уравнений. Сущность его состоит в том, что посредством элементарных преобразований система приводится к треугольному или трапецеидальному виду, из которого все решения системы усматриваются непосредственно. 

К элементарным преобразованиям системы относятся следующие:

1) перестановка любых двух уравнений системы;

2) умножение любого уравнения системы на отличное от нуля число;

З) вычеркивание уравнения, все коэффициенты которого равны нулю; 

4) вычитание из любого уравнения системы любого другого, умноженного на отличное от нуля число.

Любое элементарное преобразование приводит к системе, равносильной данной.

На практике элементарным преобразованиям подвергают не систему уравнений, а ее расширенную матрицу. Применительно к матричной записи вычислительная процедура гауссовых исключений формализуется посредством простых правил. Первый шаг (исключение неизвестной Х1) прямого хода выполняется с разрешающим элементом a11,

второй шаг (исключение X2) — с элементом [image: image55.png]


 и т. д. (разрешающими являются диагональные элементы матрицы). Пересчет же элементов матрицы выполняется по следующим правилам:

 1) элементы разрешающей строки и всех выше расположенных строк остаются неизвестными;

2) элементы разрешающего столбца, расположенные ниже разрешающего элемента, обращаются в нули; 3) все прочие элементы матрицы

вычисляются по правилу прямоугольника: преобразованный элемент равен разности произведений элементов главной и побочной диагоналей (см. рис.).
[image: image56.png]



1.2 Примеры.

    1) Решить систему.

[image: image57.png]X, —2%,+%x;=5
—2x; +3x;=—1
X, +4x, +3x, =1





Решение.  Составляем Расширенную матрицу системы:

[image: image58.png]




Элемент а11 =1≠0  принимаем за разрешающий. Выполняем шаг гауссова исключения: разрешающую строку переписываем без изменения, в разрешающем столбце ниже разрешающего элемента записываем нули, остальные элементы пересчитываем по правилу прямоугольника (все эти операции записаны в матрице подробно):

[image: image59.png]1 -2 1
0 1:0-(-2)(-2) 1+3-1(-2)
0 1%4— 1(—=2) 1%3—1%1

1= 1) 5(= 2)] Iﬂ H 5
2l —.

1%1—1%5

5]





Во втором шаге исключений разрешающим является элемент [image: image61.png]


.  Первые две строки переписываем без изменения, под разрешающим элементом записываем нуль, остальные элементы находим по правилу прямоугольника:

[image: image62.png]



По последней матрице записываем систему уравнений, равносильную данной:

[image: image63.png]



Решая ее, находим: [image: image65.png]—4x,+5*x1=9=2x,=-1,x,—2(-1)+1=5=x,=2




 Итак, (2;-1;1) – единственное решение данной системы.

2) Решить систему.

[image: image66.png]21 —XptX3 — Xy
4y — 2%, — 223 + 3%, = 2
2%, — X, + 5%, — 6%, = 1





Решение. Последовательно получаем следующие матрицы:

[image: image67.png]3 8 -1
2|~ 0 0 [=8] 10
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Заключительной матрице соответствует система уравнений:

[image: image68.png]2X3 = X3+ X3 — X4 =3
—8x; +10x, = -8
0%x, =96





Последнее уравнение противоречиво. Система уравнений несовместима.
2. Упражнения для самостоятельной работы. [image: image69.png]—-X+ X3=6
X1+X2+ x3=3
X1 +X3+2x3=5

X1— 2X2 + X3— Xg+ x5= 1
X1+ 2X— X3 +x4-2x5=1
X1 — 10X; + 5x3— 5x4 + 7x5 = 1
X1 — 14%; + Tx3— Tx4 +11x5=~1

—2X,+ X3+ X4— x5=0
X1+ X2— X3— X4+ X5=0
X1 + 7Xp— 5X3 —5%4 + 5x5=0
X1— X2-2X3+ X4— X5=0

X1+ X2-3x3=-1
X1+ Xp—2x3=1
X1+ X3 + x3=3-
X1 +2x,-3x3 =1

X1 +2xo —3X4+ xs=1
xl — X2-3x3+ X4—3x5=2
— 3%y +4x3 — 5x412x5= 7

—9x; + 6x3 —16x4+2x5=25

1+ X2— X3+ x4=1
—2X+2x3—3x4=2
X1+X2-—X3+ 2x4=-1

—X;+x3— 3x4 =4

— 2X5 + 3X3-4%4 +2x5 =2

X +2X; — X3 —X5 =-3

X1 — X+ 2X3-3X4 10
Xy — X3tX4-—2Xs = =5

X;+3x— X3+ X4 +t4x5=1

2X1— Xt x3— x4=3
4x) — 2x— 2x3 +3x4 =2
2X] — Xz t5x3—6x4=1
2X1 — Xo—3x3+4x4=15

6x;+ 8x,+2x3+ Sx4= 7

3x1+ 4x,+ x3+ 2x4= 3
9x; +12x, + 3x3 + 10x4 =13

X +X2 -3x4—x5=0
X1— X2 +2X3 — X4 =0
4x; 2%, + 6X3 +3x4—4x5 =0

2x1+ 4x; — 2x3 H4x4— Tx5 =0

11.
2x1+ Txp+3x3+ x4= 5
X1+ 3x+5x3-2x4=3

X1+ S5x—-9x3+8x4=1
5x; + 18x5 + 4x3 + 5x4 =12

12.
2x1+7x+3x3+ X4=6
3x; + 5%, +2x3 H2x4 =4
9x; +4x;+ X3+ 7x4=2
13.

2x1+ Xp— X3— X4+ Xs5=1

X1— X2+ X3+ X4-2x5=0
3x; + 3% — 3x3 — 3x4 +4x5 =2
4x; + 5% — 5X3 — 5%4 +7x5 =3

14.

X)]—X2+ X3=5
2X1+x+ Xx3=6

X1+ X2 ¥2x3=4

15.

X) +2Xp +3x3 — x4 =1
3x)+2x; + x3—x4 =1
2x1+3x; + x3+x4=1
2xX1 + 2%xp +2X3 + X4 =1
5x; + 5x; +2X3 =2

16.

X;+Xp+ X3+ xXgtxs= 7

3x+2x2 + X3+ X4-3x5= -2
Xy + 2X3 +2X4 +6x5 =23
5X) +4x; + 3X3 +3x4 — X5 =12




3. Контрольные вопросы.

I. Элементарные преобразования системы.

II. Чем отличается прямой ход метода Гауса от обратного?

III. Расширенная матрица.

IV. В чем заключается правило прямоугольника.
Раздел 2

Комплексные числа

Практическая работа

Тема: действия над комплексными числами в алгебраической форме.

Цель работы: уметь выполнять действия над к.ч. в алгебраической форме.

Теория.

Запись комплексного числа в виде 
[image: image70.wmf]bi
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 называется алгебраической формой к.ч.

Над комплексными числами производят такие же действия, как и над действительными числами.

1.1 Суммой двух комплексных чисел 
[image: image71.wmf]i
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 называется комплексное число 
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1.2 Произведением двух комплексных чисел является число 
[image: image74.wmf](
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1.3 Частным двух комплексных чисел (делитель отличен от нуля) является число 
[image: image75.wmf](
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1.4 Комплексное число 
[image: image76.wmf]bi
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 возводится в степень по правилу возведения двучлена в степень с учётом степени мнимой единицы.
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2.1 Выполнить действия
1)(4+2i)+(1+5i)   2)(3+5i)-(6+3i)

1) По правилу сложения комплексных чисел получим (4+2i)+(1+5i)=(4+1)+(2+5)i=5+7i
2) По правилу вычитания комплексных чисел получим (3+5i)-(6+3i)=(3-6)+(5-3)i=-3+2i
Сложение (вычитание) комплексных чисел сводится к к сложению (вычитанию) векторов, изображающих эти числа.

2.2 Показать что справедливы равенства следовательно, получаем четыре чередующихся значения 
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…, следовательно, получаем четыре следующих значения 
[image: image88.wmf]1
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2.3 Аргумент комплексного числа 
[image: image93.wmf]bi
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 равен 
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. Чему равен аргумент числа 
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2.4 Выполнить действия

1)
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2) 
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3) По правилу умножения комплексных чисел, получим 
[image: image101.wmf](
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Можно произвести умножение по правилу умножения многочленов: 
[image: image102.wmf](
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2.5 Выполнить действия 1)
[image: image103.wmf]i
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1) Умножив делимое на делитель на i, получим 
[image: image107.wmf]i
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2) Умножаем делимое и делитель на множитель, сопряжённый делителю: 
[image: image108.wmf](
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3) 
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4)
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2.6 Вычислить 
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3.1 Выполните действия

1)(3+i)+(-3-8i) 2)(5-4i)+(7+4i); 3)(-6+2i)+(-6-2i); 4)(0,2+0,1i)+(0,8-1,1i); 5)(2-3i)+(5+6i)+(-3-4i); 

6)(1-i)-(7-3i)-(2+i)+(6-2i).
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3.4 Выполни действия
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3.5 Разложите на комплексные множители
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3.6 Вычислите
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4 Контрольные вопросы

1) Определение алгебраической формы комплексного числа.

2) Правило вычитания комплексных чисел.

3) Правило деления комплексных чисел.

4) Степень мнимой единицы.

5) Степень комплексного числа.

Практическая работа.

Тема: Действия над комплексными числами в тригонометрической форме.
Цель работы: Уметь геометрически изображать к. числа, находить модуль и аргумент и записывать число в тригонометрической форме.

Теория:

1.1 Тригонометрическая форма комплексного числа

Комплексное число Z=a+bi можно изобразить геометрически точкой плоскости A(a;b) или радиус-вектора OA (a;b).

1.2 Модулем комплексного числа называется число 
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1.3 Аргументом к.ч. является угол между радиус-вектором ОА и положительно направленной оси ОХ.
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1.4 Для представления к.ч. Z=a+bi в тригонометрической форме необходимо найти:

1) Модули к.ч. 2) Одно из значений к.ч.

3) Записать число в тригонометрической форме Z=r(cos
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1.5 Произведение к.ч.
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При умножении двух к.ч. заданных в тригонометрической форме, их модули перемножаются, а аргументы складываются.

1.6 Частное к.ч. находится по формуле:
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При делении к.ч. модули делятся, а аргументы вычитаются.

1.7 Для возведения к.ч. в N-ую степень используется формула Муавра

Z
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1.8 Для извлечения корня N-ой степени используется формула
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, где к=0; 2; 3…(n-1)

2.1 Представить в тригонометрической форме следующие числа

1) 2         2) 6i        3) -2+2
[image: image159.wmf]3
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1) Здесь а=2, b=0, r=2. Так как вектор, изображающий число лежит на положительной оси Ох, то главное значение аргумента 
[image: image161.wmf]=
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2=(cos0+isin) или 2=2(cos2
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2) Здесь  a=0, b=6, r=6. Поскольку вектор, изображающий число лежит на положительной оси Оy, то главное значение аргумента 
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3) Здесь  a=-2, b=
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, r=4. Точка, изображающая число Z, лежит в 2-ой четверти; 
[image: image169.wmf]значит

tg

,

3

/

,

3

)

2

/(

3

2

p

j

j

=

-

=

-

=

             
[image: image170.wmf])]

3

/

2

sin(

)

3

/

2

[cos(

4

3

2

2

p

p

i

i

+

=

+

-

  или 
[image: image171.wmf])]

2

3

/

2

sin(

)

2

3

/

2

[cos(

4

3

2

k

i

k

i

p

p

p

p

+

+

+

=

+

-


4) Здесь  a=-2, b=
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, r=4. Точка, изображающая число Z, лежит в 4-ой четверти;


[image: image173.wmf]4

/

,

1

p

j

j

-

=

-

=

tg

. Потому  
[image: image174.wmf])]

2

4

/

sin(

)

2

4

/

(

2

2

2

2

)]

4

/

sin(

)

4

/

[cos(

2

2

2

2

k

i

k

i

или

i

i

p

p

p

p

p

p

+

-

+

+

-

=

-

-

+

-

=

-

,
[image: image175.wmf]z

k

Î


5) Здесь  a=
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2.2 Представить в алгебраической форме числа: 
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Подставив значения 
[image: image182.wmf]0

2

sin

,

1

2

cos

=

=

p

p

 в данное равенство, получим 
[image: image183.wmf]2

)

0

1

(

2

=

´

+

=

i

z

, имеем:   
[image: image184.wmf]i

i

i

z

+

-

+

-

=

+

=

1

)]

2

/

2

(

2

/

2

[

2

)]

4

/

3

sin(

)

4

/

3

[cos(

2

p

p


2.3 Найти произведение
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2.4 Выполнить деление
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по формуле находим
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2.5 Возвести в степень
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По формуле Муавра получим
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Представим данное число в тригонометрической форме. Здесь a=
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2.6 Применяя формулу Муавра, доказать справедливость следующих тождеств
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Полагая в соотношении (14.8) 
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Из условия равенства двух комплексных чисел следует:
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Аналогично полагая в соотношении (14.8) 
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Из условия равенства двух комплексных чисел следует:
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2.7 Извлечь корни из комплексных чисел

1) 
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Представим число I в тригонометрической форме 
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Представим число 1 в тригонометрической форме: 
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3.1 Представьте в тригонометрической форме числа:

1) 3i    2) -1+i     3) 1-i
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3.2 Представьте в алгебраической форме следующие числа: 
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3.3 Найдите произведения:
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3.4 Выполните умножение, используя тригонометрическую форму комплексного числа:
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3.5  Выполните деление в тригонометрической форме:

1) 
[image: image250.wmf])]

2

/

sin(

)

2

/

/[cos(

)]

4

/

3

sin(

)

4

/

3

[cos(

3

p

p

p

p

i

i

+

+


2) 
[image: image251.wmf])

150

sin

150

/(cos

)

210

sin

210

(cos

o

o

o

o

i

i

+

+


3) 
[image: image252.wmf])]

6

/

sin(

)

6

/

/[cos(

)]

3

/

sin(

)

3

/

[cos(

p

p

p

p

-

+

-

-

+

-

i

i


4) 
[image: image253.wmf])]

120

sin(

)

120

/[cos(

)

150

sin

150

(cos

o

o

o

o

-

+

-

+

i

i


3.6 Возведите в степень:

1) 
[image: image254.wmf]6

2

1

2

3

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

-

i

    2) 
[image: image255.wmf]8

8

sin

8

cos

2

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

p

i

    3) 
[image: image256.wmf]12

)

35

sin

35

(cos

-

+

o

o

i


3.7 Вычислите:
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3.8 Извлеките корни:
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4 Контрольные вопросы

1. Дать определение модуля и аргумента к.ч.

2. Геометрическое изображение к.ч.

3. Тригонометрическая форма к.ч.

4.Формула перехода из алгебраической формы в тригонометрическую и обратно.

5.Формулы Муавра.

Практическая работа.

Тема: Действие над комплексными числами в показательной форме.

Цель работы: Уметь возводить число в комплексную степень, записывать числа в показательной форме и уметь выполнять действия над комплексными числами в любой форме.

Теория: 

1.1. Степень числа e с комплексным показателем 
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1.2. Формула Эйлера:
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1.3. Показательная форма комплексного числа.
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1.4. Чтобы перейти из алгебраической формы к.ч.z=a+bi в показательную, Надо найти модуль и аргумент, и записать в виде 
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1.5. Чтобы перейти из показательной формы к.ч. 
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 в алгебраическую, надо записать число в тригонометрической форме, а затем вычислить значения cos и sin данного аргумента и умножить на модуль.
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[image: image275.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image276.wmf];
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1.6. Умножение, деление, возведение в целую положительную степень комплексных чисел, записанных в показательной форме, выполняется по следующим формулам:
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,      где k=0,1,2………..(n-1)

2.1. Найти 1) 
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3) по формуле (14.10) получим 
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2.2. 1)
[image: image293.wmf]i

cos

       2) 
[image: image294.wmf])

1

cos(

i

-


1) 
[image: image295.wmf];

2

1

2

2

cos

2

1

2

2

e

e

e

e

e

e

i

i

i

+

=

+

=

+

=

-

-


2) 
[image: image296.wmf]=

-

+

-

+

+

=

+

=

+

=

-

-

-

-

+

-

-

-

)]

1

sin(

)

1

(cos(

)

1

sin

1

(cos

[

2

1

2

2

)

1

cos(

1

1

1

)

1

(

)

1

(

i

e

i

e

e

e

e

e

i

i

i

i

i

i

i



[image: image297.wmf].

1

sin

2

1

cos

2

]

1

sin

)

(

1

cos

)

[(

2

1

]

1

sin

1

cos

1

sin

1

cos

[

2

1

1

2

1

2

1

1

1

1

e

e

i

e

e

e

e

i

e

e

i

e

e

ei

e

-

+

-

-

-

-

+

=

-

+

+

=

-

+

+

=


2.3. Представить в показательной форме числа: 1) 
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2.4. представить числа 
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2) Получим 
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3) имеем 
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 k=0, 1, 2, 3;

если k=0, то 
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если k=2, то 
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если k=3, то 
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2.5. Вычислить.


[image: image337.wmf]3

))

118

sin

118

(cos

3

(

)

3

1

(

0

35

5

28

i

e

i

i

Z

i

+

×

-

=


Переведём числа в показательную форму.
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Тогда имеем 
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3.1. Найдите: 1) 
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3.2. Найдите; 1) 
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3.3. Покажите, что для комплексного переменного Z Справедливы равенства:
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3.4. Представьте в виде показательной формы числа:

1) 1     2) 
[image: image360.wmf]i
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3.5. Представьте числа 
[image: image363.wmf],
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 в показательной форме, вычислите:
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3.6. Вычислить:
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4. Контрольные вопросы:

1) Как возвести число в комплексную степень и изобразить геометрически.

2) Правила действия над к.ч. в показательной форме.

3) Формула перехода из показательной степени в алгебраическую.

4) Действия над к.ч. в различных формах.

Практическая работа.

Тема: Расчет цепей переменного

 тока символическим методом.

Цель: Уметь применять знания о комплексных числах, при расчете цепей  переменного тока символическим методом.

       При расчете электрических цепей переменного тока символическим методом необходимо  ознакомиться со следующими понятиями:

       В цепях переменного тока различают 3 вида сопротивлений (рис.1):

1. активное сопротивление r;
2. индуктивное сопротивление [image: image372.png]


;
3. емкостное сопротивление [image: image374.png]


;
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Рис.1

     Разность [image: image377.png]


 называется реактивным сопротивлением.

Закон Ома в символической форме имеет следующий вид:

I=U/Z
где   I  - комплексное число, изображающее вектор тока;

        U - комплексное число, изображающее вектор напряжения;

        Z - комплексное число, изображающее комплексное сопротивление цепи;

     При последовательном соединении активного и индуктивного сопротивлений комплексное сопротивление

[image: image378.png]Z=1+jx,




     Для цепи, состоящей из последовательного соединения сопротивления и емкости, комплексное сопротивление

[image: image379.png]



     При последовательном соединении сопротивления, индуктивности и емкости комплексное сопротивление

[image: image380.png]=r+j(x —x.)




       Используя микрокалькулятор для расчетов цепей переменного тока удобнее сперва находить аргумент комплексного числа

Z=a+jb
по формуле

1. [image: image382.png]¢ = arctgl?|



,                 если   a>0    b>0

2. [image: image384.png]¢ = 180 —arctg ||



,  если   a<0    b>0

3. [image: image386.png]¢ = 180 +arctg ||



,  если   a<0    b<0

4. [image: image388.png]¢ = —arctg|’|



,            если   a>0    b<0

или

[image: image389.png]1Z| = Ja + b?




а затем его модуль по формуле

[image: image390.png]b
12| = —
'




1. Найти комплексное сопротивление цепи (рис. 2), если      r   = 3,4 Ом

                                                                                                       [image: image392.png]2,2 0m
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[image: image2143.jpg]1 opr 0<x<m,
—1 npp —r<x<0.




[image: image2144.jpg]o —1 npn —n<x<0,
f(x)—{ 1 npr 0<x<m.



[image: image2145.jpg]{x npH. —R<X<T,

0.mpH x=(2n+1)x.






                                                                          R
                                                                C


Рис. 2

Решение.

Z=(3,4+j2,2) Ом

Аргумент

[image: image393.png]¢ = arctg

3.

33°




Модуль
[image: image394.png]|z| =

sm33"

= 4,05




Комплексное сопротивление в показательной форме

[image: image396.png]7 = 4,05 ¢/33°



 Ом
2.  Комплексное сопротивление цепи (рис. 3), если   r   = 4,1 Ом
                                                                                                    [image: image398.png]8,4 Om
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Рис. 3

Решение 

[image: image401.png]Z=(41-j84)



 Ом

Аргумент

[image: image402.png]¢ = —arctg

4

—64°




Модуль

[image: image403.png]



Комплексное сопротивление в показательной форме

[image: image405.png]7 — 9,4¢7i64°



  Ом

3. Комплексное сопротивление цепи (рис. 4), если   r =15,2 Ом

                                                                                        [image: image407.png]x, =7,6



 Ом

                                                                                        [image: image409.png]
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L

C
Рис.4

Решение

[image: image412.png]=15,2+j(7,6 —3,8) = (15,2+j3,8)



 Ом

Аргумент

[image: image413.png]3,8 0
0 =arctgs> =14




Модуль

[image: image414.png]|z| =

3,8

<in149

=157




Комплексное сопротивление в показательной форме

[image: image415.png]= 15,7¢/14°





4. Найти комплексное сопротивление цепи (рис. 4), если  r  =   32 Ом
                                                                                       [image: image417.png]x;

12 0Om




                                                                                      [image: image419.png]


 QUOTE  
[image: image421.png]



Решение

[image: image423.png]=32+j(12-29)=(32—-j17)



 Ом

Аргумент

[image: image424.png]= t, 7 28°
¢ = —arctg_> =




Модуль

[image: image425.png]|z| =

17

<in?2899

=36,3




Комплексное сопротивление в показательной форме

[image: image427.png]7 = 36,3e28°



 Ом

Решить самостоятельно. 
1. Найти r и xL (см. рис.4), если     [image: image429.png]Z = 15,6e/*?



 Ом

                     [image: image431.png]


 Ом

Ответ:   r = 11,6 Ом         [image: image433.png]x, =12,8



Ом
      Полная мощность цепи находится по формуле S=UI, где

I – сопряженный комплекс тока

      Активные и реактивные составляющие комплексов тока,

Напряжения и полной мощности находятся по формулам:

                Ia = I cosφ                                Ir = I sinφ

                Ua = U cosφ                         Ur = U sinφ
                P = S cosφ                            Q = S sinφ

где φ – угол между I и U
2. Найти активную и реактивную составляющие комплекса тока, если

[image: image435.png][ = 125e7176°



   U = 100В
Ответ:    Ia = 30,2 A  ;  Ir = 121A

3.  Найти активную и реактивную составляющую полной мощности,                         если   [image: image437.png]S = 5200ei%5°



кв.ед
Ответ:  Pa = 5200 cos25 = 4700Вт

               Q = 5200 sin25 = 2200Дж

4. Найти I, Ia, Ir, если          [image: image439.png]U = 120630



 В; 

                                                 Z  = (3,2+j4,4)Ом

                     Ответ:      комплексное сопротивление в показательной форме
[image: image441.png]5,45e154°




 Ом

                                      комплекс тока

[image: image443.png]22e7124°




 A
                                      активный ток

Ia = 12,9A
                                      реактивный ток

Ir = 17,8 A
Контрольные вопросы.

1. Действительные, мнимые части комплексного числа.

2. Модуль, аргумент комплексного числа.

3. Что значит «Расчет цепей переменного тока символически». 

4. Комплексные составляющие цепей, переменные токи.

Раздел 3

Математический анализ
    Практическая работа.

Тема: Вычисление производной функции.

Цель: Уметь находить производные функций, используя таблицу производных.

1. Теория.

Операция вычисления производной называется диффеpeнцированием. Функция, имеющая производную в некоторой точке, называется дифференцируемой в этой точке.

Функция, имеющая производную в каждой точке промежутка, называется дифференцируемой на этом промежутке.

Таблица производных элементарных функций.

	1.[image: image445.png]



2.[image: image447.png]ax®*.aeR?

(x®)’




3.([image: image449.png]


=-[image: image451.png]



4.[image: image453.png]



5. (sin x )’=cos x
6. (cos x)’=-sin x 

7.(tg x )’=[image: image455.png]



8.(ctg x )’=-[image: image457.png]



9.([image: image459.png]


)[image: image461.png]


=[image: image463.png]



10.(ax)[image: image465.png]a*lna,a> 0




	11. (ln x)[image: image467.png]


=[image: image469.png]



12.(loga x)[image: image471.png]


=[image: image473.png]elna




13.(arcsin x )[image: image475.png]


=-[image: image477.png]



14.(arccos x)[image: image479.png]



15.(arctg x)[image: image481.png]


=[image: image483.png]122




16. (arcctg x)[image: image485.png]


=[image: image487.png]122




17.(sh x )[image: image489.png]


=ch x
18.(ch x)[image: image491.png]


=sh x
19.( th x)[image: image493.png]


=[image: image495.png]“h?




20. ( cth x)[image: image497.png]


=[image: image499.png]hZ x






1.2 Примеры.

       Пример 1.  Вычислить производную функции  [image: image501.png]Y =3



  в точке x=0.

       Решение.   Применяя последовательно правила дифференцирования, а также формулы, получим

[image: image502.png]_ G2 +1) —x*(e"+ 1) 2x(e* +1) —x?e”
(e +1)? T e+ 1)?




Отсюда  [image: image504.png]y'(0) = 0.




Пример 2.   Найти производную функции  [image: image506.png]v=v3x2+5




Решение.  Будем рассматривать данную функцию как сложную, составленную из функций  [image: image508.png]


,  [image: image510.png]u=3x2+5.



 Тогда, согласно правилу получим

[image: image511.png]g 1 3x
r— 3x2 +5) = —6x——
y' = (Vu) (3x% +5) TR =




Пример 3. Продифференцировать функцию 
y=ln(2x+1)

Решение. [image: image513.png]_ Gx+1)’
Y

v = [In@x+ 1Y





Пример 4. Продифференцировать функцию 
y=ln cos(1-x)
Решение. [image: image515.png]v’ = [Incos(1 - )] ==22=



 Процесса дифференцирования данной функции можно записать следующей цепочкой равенств 

[cos [image: image517.png]a-x]

—sin(1—x)(1—x

—sin(1—x)* (—1) = sin (1 — x)




Пример 5. Продифференцировать функцию 
 y = [image: image519.png]


.

Решение. Преобразуем функцию  используя свойства логарифмов

[image: image520.png]1 1
y =5 Inx —In(1+2%)




[image: image521.png]1 xt 1(1+2x) 1

2°% T2 1+2x  2x(1+2%)
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Y




Пример 6. Продифференцировать функцию
[image: image523.png]


 
Решение. Преобразуем функцию  используя свойства логарифмов
[image: image524.png]! = ptg 2x,
y. = et9%*(tg 2x)’
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2. Упражнения для самостоятельной работы.
Найти производные
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3. Контрольные вопросы.

1.   Определение производной.

2.   Основные формулы дифференцирования.

3. Производная сложной функции.

4. Как называется операция нахождения производной..  

Практическая работа.

Тема: Вычисление неопределенного интеграла.

Цель: Уметь вычислять неопределенный интеграл непосредственно, методом подстановки, по частям.

1.Теория

Отыскания первообразной функции по заданной её производной  f (x) или по дифференциалу f (x) dx есть действие, обратное дифференцированию, интегрирование.

 Основные свойства 
1. Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен этой функции плюс производная постоянная .

2.  Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, а производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции.
3.  Неопределенный интеграл алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме неопределенных интегралов этих функций

4. Постоянный множитель подынтегрального выражения можно выносить за знак неопределенного интеграла

5. Если [image: image563.png][f)dx=Fx)+Cuu=¢



(x)- любая известная функция, имеющая непрерывную производную, то

[image: image565.png][ f)du=F@) +C



     
Основные формулы интегрирования

1.[image: image567.png]Jdx=x+c




2. [image: image569.png]ni1

[xrax =0
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3. [image: image571.png]3
=
In|x| +
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4. [image: image573.png]fardx = +C




5. [image: image575.png][e*dx=e*+C




                 6.[image: image577.png][sinxdx = —cosx +C




                 7.[image: image579.png][ cosx dx = si





8.[image: image581.png]



9. [image: image583.png]



10.[image: image585.png]



11. [image: image587.png]



12.[image: image589.png]


arcsin[image: image591.png]



13.[image: image593.png]1 x
= =arcctg=+C




Непосредственное  интегрирование.
1.[image: image595.png][5dx=5[dx=5x+c




2. [image: image597.png][4(2 —x+3)dx =4 [x?dx—4[xdx+12 [dx =4+ T —4=

1w+ C=t0P 20+ 1204 C




3.[image: image599.png]J2(3x—1)%dx = [(18x* —12x + 2)dx = 18 [ x*dx —
12 [ xdx +2 [ dx = 6x3 — 6x% + 2x + C




4.[image: image601.png]) x%+3x% +4x
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 QUOTE  

  3.Интегрирование подстановкой.   Способ подстановки применяют, если подынтегральное выражение — сложная функция, умноженная на дифференциал промежуточного аргумента или на множитель, отличающийся от дифференциала промежуточного аргумента сложной функции постоянным коэффициентом. В этом случае для вычисления интеграла промежуточный аргумент сложной функции нужно заменить новой переменной, вычислить дифференциал новой переменной и выразить подынтегральное выражение через новую переменную. Затем.

по формуле найти интеграл и в полученный результат вместо новой переменной подставить ее значение.

Примеры:
1. 
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Интегрирование по частям

[image: image611.png]udv=uv—

vdu




Примеры:
1 .Положим u=x, dv=sin x dx; тогда  du=dx, [image: image613.png]Jdv=
[ sinx dx T.e v = —cos x Mcnons3ys Gopmyny moysum [ x sin x dx =
—xcosx+ [ cosx dx = —x cosx +sinx + C




2. Положим u= ln x,dv=[image: image615.png]%,Tnmadu%,fdv



 
По формуле получим

[image: image616.png]



3. Положим u=[image: image618.png]xdx
VaZiaZ

x* + a?,dv = dx; Torza du




По формуле получим [image: image620.png]/ —
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В числителе подынтегральной функции последнего интеграла прибавим и вычтем a2 и представим этот интеграл в виде суммы двух интегралов:

[image: image621.png]f x2+uldx:x,/x2+u2—f





[image: image622.png]



Последний интеграл находим по формуле 

[image: image624.png][VxZ+aZ
dx = xvx?
x2+a?

[VxZ

z
dx +
aIn|x +VxZ+ a?|
+c




 
 Или окончательно
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2. Решить самостоятельно.

1.[image: image628.png][ &3 xdx



.                        2.[image: image630.png]


.

3.[image: image632.png][ x sin 2x dx



.                     4.[image: image634.png]


.
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7.[image: image640.png]sin2x dx
T




.                          8.[image: image642.png]TPraris
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3. Контрольные вопросы

1.Основные формулы интегрирования

2.Основные формулы неопределенных интегралов

3.Формулы интегрирования по частям

Практическая работа.

Тема: Решение задач прикладного характера.
Цель: Уметь применять определение интеграла к решению задач прикладного характера.
          1. Теория.

1.1 Вычисление пути пройденного точкой.

Путь пройденный точкой при неравномерном движении по прямой с переменной скоростью  [image: image660.png]


 за промежуток времени от  t1  до  t2, вычисляется по формуле

[image: image662.png]s= ft’f f(Dadt.



 

Скорость движения точки изменяется со скоростью  [image: image664.png]v=3t2+2t+1)



  м/с. Найти путь, пройденный точкой за 10 с  от начала движения.

Согласно условию, [image: image666.png]3tT+2t+1, ty




  По формуле находим

[image: image668.png]@3t + 2t + 1)de = [t* + t2 + £]3° = 10% + 102+ 10 = 1110 ().




 
Скорость движения точки [image: image670.png]v=
=(9t? —
8t)



 м/c.  Найти путь, пройденный точкой       за 4-ю секунду.

Согласно условию, [image: image672.png]


  Следовательно,

[image: image674.png][ (9t? — 8t)dt = [3t* — 4t2]4 = 83 (M)




 .

1.2 Вычисление работы силы.

Работа, произведенная переменной силой f (x) при перемещении по оси Ox материальной точки от x=a  до  x=b, находится по формуле

[image: image676.png]A= [’ F(x)dx



 

При решении задач на вычисление работы силы часто используется Закон Гука:

[image: image677.png]



где F — сила H; х — абсолютное удлинение пружины м, вызванное силой F,

а k — коэффициент пропорциональности, Н/м.

Сжатие х винтовой пружины пропорционально приложенной силе F. Вычислить работу силы F при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия ее на 0,01 м нужна 

сила 10 Н.


 Так как   х = 0,01 м при F = 10 Н то, подставляя эти Значения в равенство, получим  10 = k×0,01

 откуда  k = 1000 Н/м.  Подставив теперь в это же равенство значение k, находим F= l000x,  т. е.  f(x)= 1000x. Искомую работу найдем по формуле, полагая  а = 0, b= 0,04:

[image: image679.png]A= [""*1000x dx = 500x2|3% = 0,8



 (Дж).

 Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2 м. Сила в 50 Н растягивает пружину на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть ее от 0,22 до 0,32. м?


 Используя равенство, имеем 50=0,01 k,   т. e.   k=5000 Н/м. Находим пределы интегрирования: 

а = 0,22—0,2 = 0,02 (м),        Ь = 0,32—0,2 = 0,12 (м).

Теперь по формуле получим

[image: image681.png]0.12.

A= [)275000x dx = 5000 = 2500(0.0144 — 0.0004) = 2500 * 0.014 = 35

0.02



 (Дж).
1.3 Вычисление силы давления жидкости.

Значение силы Р давления жидкости на горизонтальную площадку зависит

от глубины погружения х этой площадки, т. е. от расстояния площадки до поверхности жидкости.

Сила давления (Н) на горизонтальную площадку вычисляется по формуле

[image: image682.png]P = 98076Sx,




где  — плотность жидкости, кг/м3 ;  S — площадь площадки, м2;  х — глубина погружения площадки, м.


Если площадка, испытывающая давление жидкости, не горизонтальна, то

давление на нее различно на разных глубинах, следовательно, сила давления

на площадку есть функция глубины ее погружения P (х).


Вычислить силу давления воды на вертикальный прямоугольный шлюз с основанием 20 м и высотой 5 м (уровень воды совпадает с верхним обрезом Шлюза).
             На глубине х выделим горизонтальную полоску шириной dx. Сила давления Р на стенку шлюза есть функция от х. Изменение глубины х на малую величину dx вызовет изменение силы давления Р на малую величину ΔР. Продифференцировав переменную Р, получим приближенное значение (главную часть)  dP приращения ΔР.

	[image: image683.png]DX
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	Находим приближенное значение силы давления воды на эту полоску:

[image: image685.png]9,8078xAS

1807 x * 20Ax.



 Но dP[image: image687.png]


 ΔР 
Интегрируя dP при изменении х  от О до  5, получим




2. Упражнения для самостоятельной работы.

	1) Скорость движения точки u=(6t2+4) м/с. Найдите путь, пройденный точкой за 5с от начала движения.

2) Скорость движения точки u=(2t+8t-2)м/с. Найдите ее путь за 2-ю секунду.

3) Скорость движения точки u=(2t-3t2)м/с.Найдите путь,пройденынй точкой от начала движения до ее остановки.

4)Скорость движения точки u=(24t-6t2)м/с. Найдите:

               1)путь, пройденный точкой за 3с. От начала движения; путь, пройденный точкой за 3-ю секунду; 3) путь, пройденноый точкой от начала движения до ее остановки.

5)Два тела начили двигаться одновремеено из одной точки в одном напровлении по прямой. Первое тело движеться со скоростью u=3t2 м/с, второе- со скоростью u=(6t2+10) м/с.На каком растоянии друг от друга они окажуться через 10 с?
	

	6)  Пружина растягивается на 0,02 м под ее действием силы 60 Н. Какую работу проволит эта сила, растягивая пружину на 0,12 м?

7) Под действием силы 80 Н пружина растягивается на 0,02 м.

Первоначальная длина пружины равна 0,15 м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть ее до 0,2м?

8) Пружина в спокойном состаянии имеет длину 0,1 м.Сила в 20 Н растягивает ее на 0,01м. Какую работу надо совершитиь чтобы растянуть ее от 0,12 до 0,14 м?

9)При сжатии пружины на 0,05м совершается работа 30 Дж Какую работу необходимо совершить чтобы сжать пружину на 0,8м? 


10)Вычислите силу давления воды на вертикальную стенку, имеюшую форму равнобедренной трапеции. Верхнее основание трапеции, совподает с уровнем воды, равно4,5 м, а нижнее основание равно 3м; высота стенки 2 м.

11) Треугольная пластинка с основанием 0,4 м и высотой 0,6 м погружена в воду вертикально, так что основание ее находиться на поверхности воды. Вычислите силу давления воды на плостинки. 

12)Цилиндрический стакан наполнен маслом. Вычислите силу давления масла на боковую поверхность стакана,если высота его h=0,08 м и радиус основания r=0,04м. Плотность масла 900 кг/м3.

13) Цилиндрический стакан наполнен ртутью. Вычислитесилу давление ртути на боковую поверхности стакана, если высота его 0,1м и радиус основания 0,04м Плотность ртути 13 600кг/м3 

14)Вычислите силу давления воды на дно и стенки аквариума, стороны основания которого 0,8 и 0,5м, а высота 0,3 м. Аквариум доверху наполнен водой.
3.Контрольные вопросы.
3.1     Определенный интеграл и его свойства.

3.2     Методы вычисления определенного интеграла.
3.3     Приложения определенного интеграла.

Практическая работа.

Тема: Решение дифференциальных уравнений первого порядка.
Цель: Уметь находить общее и частное решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными, линейных первого прядка.

1. Теория.


1.1. Общие понятия. Дифференциальным уравнением  называется   уравнение,  содержащее  производные  от искомой функции  или ее дифференциалы. Так, на​пример,   x dy = 2y dx  или  
[image: image688.wmf]4

yx

¢
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  дифференциальные уравнения.

Решить дифференциальное уравнение, значит найти такую функцию  от х,  которая удовлетворяет данному уравнению, т. е. обращает это уравнение в тождество при подстановке ее в уравнение вместо у. 

Уравнение, содержащее производные или дифферен​циалы   не   выше   первого  порядка,  называется  диффе​ренциальным уравнением первого порядка.

 Данные значения 
[image: image689.wmf]xa

=

 и 
[image: image690.wmf]yb

=

 называются начальными условиями. Начальные условия задаются для того, чтобы из общего решения дифференциального уравнения получить его частное решение начальные. 

Дифференциальные уравнения имеют большое при​менение в геометрии, механике, физике и других дис​циплинах, а также в технике.


1.2. Дифференциальные уравнения первого прядка с разделяющимися переменными. Если каждая часть дифференциального уравнения представляет собою произведение некоторого выражения, зависящего от одной переменной, на дифференциал этой переменной то говорят, что переменные в уравнении разделены; например,                   х dx = у dy. В этом случае уравнение можно интегрировать почленно.
Уравнения, в которых переменные разделяются, на​зываются дифференциальными уравнениями с разде​ляющимися переменными.
Для того чтобы решить дифференциальное уравне​ние с разделяющимися переменными, нужно произве​сти разделение переменных, а затем взять интеграл от обеих частей уравнения.
Рассмотрим несколько примеров.

П р и м е р   1. Решить уравнение xdy = у dx, если при х = 5 будет у = 10.

Р е ш е н и е. Для разделения переменных обе части уравнения поделим на произведение xy, получим:


[image: image691.wmf]dydx
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.

Интегрируя обе части последнего уравнения, найдем:

         
[image: image692.wmf],

dydx
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или


[image: image693.wmf]ln||ln||ln||.

yxC
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В правой части прибавлено постоянное в виде 
[image: image694.wmf]ln||

C

 для облегчения потенцирования. Освобождаясь от символа логарифма, т.е. потенцируя, получим: 


[image: image695.wmf]||||,
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 или 
[image: image696.wmf].
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Общее решения исходного уравнения можно написать просто в виде


[image: image697.wmf]yCx

=


(знаки 
[image: image698.wmf]±

 можно опустить, так как наличие произвольного постоянного C их неявно учитывает!). Для определения постоянного C подставим в полученное решение начального условия х = 5 и  у = 10, что дает


[image: image699.wmf]105

C

=


откуда


[image: image700.wmf]2.

C

=



Следовательно, искомое частное решение будет:


[image: image701.wmf]2

yx

=

.


Таким образом, из всех прямых (семейства прямых), проходящих через  начало координат, мы выделили одну, на которой лежит точка с координатами (5;10).


П р и м е р   2. Решить уравнение 
[image: image702.wmf]2(3),

dy

y

dx

=-

 если при 
[image: image703.wmf]0

x

=

 будет 
[image: image704.wmf]4.

y

=



Р е ш е н и е. После разделения переменных получим:


[image: image705.wmf]2,

3

dy

dx

y

=

-


отсюда


[image: image706.wmf]2,
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y
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-
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или


[image: image707.wmf]ln|3|2ln||.

yxC

-=+



Для потенцирования нужно в правую часть последнего равенства написать со знаком логарифма. Согласно определению логарифма имеем:


[image: image708.wmf]2

2ln;

x

x

=

l


следовательно, общее решение можно переписать в виде


[image: image709.wmf]2

ln|3|lnln||;

x

yeC

-=+


отсюда, потенцируя получаем:


[image: image710.wmf]2

3

x

yCe
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.

Находим значение C из условия 
[image: image711.wmf]0

x

=

 будет 
[image: image712.wmf]4

y

=

; сделав подстановку получим: 


[image: image713.wmf]0

431

CeC

-=×=×

,

т.е.


[image: image714.wmf]1
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Итак, 
[image: image715.wmf]2

3,

x

ye
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 или


[image: image716.wmf]2
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.

1.3. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнение вида


[image: image717.wmf]0,

PdxQdy

+=


Где 
[image: image718.wmf]P

и 
[image: image719.wmf]Q

-однородные функции  x и y одинаковой степени, называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка.


Покажем на примере, как решается такое уравнение.


П р и м е р. Решить уравнение

                                         
[image: image720.wmf]22

.

dydy

yxxy

dxdx

+=

                                  (2)  


Р е ш е н и е. Приведём уравнение (2) к виду (1); умножив обе части его на 
[image: image721.wmf]dx

.


Получим:


[image: image722.wmf]22

,

ydxxdyxydy

+=


Или

                                      
[image: image723.wmf]22

()0.

ydxxxydy

+-=

                                 (3)

В уравнении (3)


[image: image724.wmf]2

Py

=

 и 
[image: image725.wmf]2

.

Qxxy

=-


Как видно, 
[image: image726.wmf]P

 и 
[image: image727.wmf]Q

 - однородные функции  x  и  y, причем обе функции второй степени; поэтому уравнение (2) однородное.


Из уравнения (2) находим

                                                 
[image: image728.wmf]2
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.

dyy

dxxyx

=

-

                                      (4)

Положим

                                                      
[image: image729.wmf],

yzx

=

                                            (5)

где z – новая функция x. Найдя  z, мы получим из равенства (5) искомую функцию y.


Для отыскания z продифференцируем по x равенство (5), применив правило (IV):

                                                   
[image: image730.wmf].

dydz

zx

dxdx
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                                     (6)


Подставим в уравнение (4) значения y и 
[image: image731.wmf]dy

dx

, взятые из равенств (5) и (6); получим


[image: image732.wmf]22
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dzzx
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dxzxx
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или

   
[image: image733.wmf]2
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Отсюда

      
[image: image734.wmf]2
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dzz
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dxz
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или

    
[image: image735.wmf].
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Произведя разделение переменных в полученном уравнении, напишим

    
[image: image736.wmf]1
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zdx
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или

      
[image: image737.wmf]1
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Отсюда

      
[image: image738.wmf]1
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После интегрирования получим 

                                      
[image: image739.wmf]ln||ln||ln||.

zzxC

-=+

                                (7)

Представим z в виде 


[image: image740.wmf]ln.

z
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=


Теперь уравнение (7) примет вид


[image: image741.wmf]lnln||ln||ln||,

z

ezxC
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или

                                                   
[image: image742.wmf].

z

eCzx
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                                               (8)

Из равенства (5) находим


[image: image743.wmf].

y

z

x

=


Заменив в равенстве (8) z найденным его значением, получим 


[image: image744.wmf]y
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 (9)

Уравнение (9)- общее решение уравнения (2).


1.4. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Уравнение вида

                                                     
[image: image745.wmf],

ypyq

¢

+=

                                              (1)

Где  p  и  q - функции  x или постоянные величины, называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка.


В общем случае в этом уравнении нельзя произвести разделение переменных. Однако его можно с помощью особого примера преобразовать в уравнение с разделяющимися переменными, после чего линейное уравнение разрешается просто. Покажем на примере, как это делается.


П р и м е р. Решить уравнение 


[image: image746.wmf]2
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Р е ш е н и е. Прежде всего нужно привести данное уравнение к виду (1), с этой целью обе части умножим на x. Получим

                                          
[image: image747.wmf]2
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x

yxyxxe
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                                         (2)

Положим

                                                      
[image: image748.wmf],

yuz

=

                                                     (3)

Где u и  z- новые функции x. Наша задача- найти эти функции, чтобы затем из равенства (3) найти искомую функцию y. Продифференцируем по x равенство (3), применив правило (IV):

                                             
[image: image749.wmf].

dydzdu
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dxdxdx
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                                              (4)

Заменив в уравнении (2) 
[image: image750.wmf]y

¢

 и 
[image: image751.wmf]y

 их значениями, взятыми из (3) и (4), имеем


[image: image752.wmf]2
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Если мы хотим, например, найти сначала функцию z, то собрать члены, содержащие функцию u, и вынести эту функцию  за скобку. Получим:

                                 
[image: image753.wmf]2
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                                   (5)

Найдём теперь такую функцию z, чтобы она обращала в нуль первую скобку в равенстве (5), т. е. чтобы 

                                                  
[image: image754.wmf]20.
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                                                   (6)

При этом условии уравнение (5) обратиться в следующее:

                                               
[image: image755.wmf]2
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                                               (7)

Произведя разделение переменных в уравнении (6), напишем

                                                    
[image: image756.wmf]2
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xdx
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,                                                     (8)

Отсюда


[image: image757.wmf]2,
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xdx
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или, после интегрирования,

                                               
[image: image758.wmf]2
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                                             (9)

По определению логарифма


[image: image759.wmf]2
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поэтому равенство (9) примет вид


[image: image760.wmf]2
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откуда


[image: image761.wmf]2
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Нам нужно одно из частных решений уравнения (8). Выберем простейшие из них; с этой целью положим произвольное постоянное C=1. В результате имеем 

                                                           
[image: image762.wmf]2
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Подставив найденное значение z в уравнение (7), получим


[image: image763.wmf]22
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или


[image: image764.wmf]3
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Это уравнение тоже с разделяющимися переменными.

Решив его, найдём 

                                                       
[image: image765.wmf]24
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                                             (11)

Подставив в равенстве (3) значения z и  u, взятые из равенств (10) и (11), получим общее решение уравнения (2)


[image: image766.wmf]2
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2. Упражнение для самостоятельной работы.

Найти численные решения уравнений:

1. 
[image: image767.wmf]22

0, 

xdyydx

-=

                            если при  x=0,2            
[image: image768.wmf]y

=

1.

2. 
[image: image769.wmf]33

 , 

xdyydx

=

                                 если при  x= 
[image: image770.wmf]3

          
[image: image771.wmf]y

=



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image772.wmf]2

.

3. 
[image: image773.wmf]2
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                                 если при  x=0               
[image: image774.wmf]y

=

0.

4. 
[image: image775.wmf]2,

dyxdydx

+=

                             если при  x=1               
[image: image776.wmf]y

=

1,5.

5. 
[image: image777.wmf]23

1
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xdyydx
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                         если при  x=-1             
[image: image778.wmf]y

=

1.

6. 
[image: image779.wmf]1,

tgxyy
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×=+

                               если при  x= 
[image: image780.wmf]6

p

           
[image: image781.wmf]y

=



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image782.wmf]1
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7. 
[image: image783.wmf]2
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dx
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                       если при  x=0              
[image: image784.wmf]y

=

4.

8. 
[image: image785.wmf]   0,

dyytgxdx
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                          если при  x=0              
[image: image786.wmf]y

=

1.

9. 
[image: image787.wmf]cossincossin0,

xydyyxdx

-=

    если при  x= 
[image: image788.wmf]p

          
[image: image789.wmf]y
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image790.wmf]p

.

Найти общее решение уравнений:

1. 
[image: image791.wmf]()()0.

xydxyxdy
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2. 
[image: image792.wmf].

xdyydxydy
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3. 
[image: image793.wmf]2
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4. 
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5. 
[image: image795.wmf]3
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6. 
[image: image796.wmf]2
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7. 
[image: image797.wmf]222
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8. 
[image: image798.wmf]2
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9. 
[image: image799.wmf].
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Найти частные решения уравнений:

1. 
[image: image800.wmf]3
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xyyxe
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[image: image802.wmf]x
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2. 
[image: image803.wmf]1
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[image: image804.wmf]0
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3. 
[image: image806.wmf]1.
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[image: image807.wmf]3
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[image: image808.wmf]x
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3. Контрольные вопросы.


1. Какое уравнение называется дифференциальным?


2. Что называется решением дифференциального уравнения?


3. Как проверить, правильно ли найдено решение дифференциального уравнения?


4. Что называется общим решением дифференциального уравнения?


5. Что называется частным решением дифференциального уравнения?


6. Как определить порядок дифференциального уравнения?

Практическая работа.

Тема: Решение дифференциальных уравнений второго порядка.

Цель: Уметь находить частное и общее решение простейших дифференциальных уравнений второго порядка и линейных с постоянным коэффициентом.

1. Теория.

1.1 Дифференциальные уравнения вида 
[image: image809.wmf]2
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 Уравнение, содержащее производные или дифференциалы второго порядка, называется дифференциальным уравнением второго порядка. Простейшее из этих уравнений имеет вид 
[image: image810.wmf]2

2
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dy

fx

dx

=

 оно решается двукратным интегрированием.


П р и м е р   1. Решить уравнение 
[image: image811.wmf]2
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Р е ш е н и е.  Согласно определению второй производной можно написать:


[image: image812.wmf]2

2

.

dy

d

dy

dx

dxdx

æö

ç÷

èø

=



Положим теперь


[image: image813.wmf];
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тогда


[image: image814.wmf]2
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и данное уравнение перепишется следующим образом:


[image: image815.wmf]12,
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или


[image: image816.wmf](12).
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=-



Интегрируя последнее уравнение, найдём:


[image: image817.wmf](12)
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и


[image: image818.wmf]2
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Но


[image: image819.wmf];
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поэтому


[image: image820.wmf]2
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или


[image: image821.wmf]2
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Снова интегрируем и получаем:

                             
[image: image822.wmf]22

2

112

().

23

xx

yxxCdxCxC

=-+=-++

ò

                       (1)

Мы нашли общее решение данного уравнения.


Чтобы получить частное решение его, необходимо найти числовые значения постоянных 
[image: image823.wmf]1

C

 и 
[image: image824.wmf]2

C

; для этого нужно иметь начальные условия. Пусть кривая, определяемая частным решением, проходит, например, через точки с координатами 
[image: image825.wmf](0;1)

 и 
[image: image826.wmf]1
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; тогда, подставив значения x  и  y dв yгда, подставив значения асным условия. имо найти числовые значения постоянных  второго порядка и линейных спостоянным коэффив уравнение (1), получим следующую систему уравнений относительно 
[image: image827.wmf]1

C

 и 
[image: image828.wmf]2
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[image: image829.wmf]12
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откуда


[image: image830.wmf]1
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[image: image831.wmf]2
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Следовательно, частное решение данного дифференциального уравнения при указанных начальных условиях будет:


[image: image832.wmf]23

11

1.

23

yxxx

=--+



1.2. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Линейным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида


[image: image833.wmf](),

ypyqyfx
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где 
[image: image834.wmf]p

 и 
[image: image835.wmf]q

- постоянные величины, а 
[image: image836.wmf]()

fx

- непрерывная функция 
[image: image837.wmf]x

.


Правая часть уравнения (1) вместо функции 
[image: image838.wmf]()

fx

 может содержать нуль; в этом случае получим уравнение

                                                
[image: image839.wmf]0,

ypyqy
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называемое однородным. Уравнение (1) называется неоднородным.


Займемся рассмотрением однородного уравнения (2).


Уравнение 
[image: image840.wmf]2
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kpkq

++=

называется характеристическим уравнением линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка коэффициентами.


Заметим, что для составления характеристического уравнения достаточно в уравнении (2) вместо 
[image: image841.wmf]y
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, 
[image: image842.wmf]y
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 и 
[image: image843.wmf]y

написать соответственно  
[image: image844.wmf]2

k

, 
[image: image845.wmf]k

 и 1.


Разберём три случая решения уравнения (2).


П е р в ы й   с л у ч а й.  Корни характеристического уравнения действительные и разные по величине. Следовательно, уравнение (2) имеет два линейно независимых частных решения: 
[image: image846.wmf]1
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 и 
[image: image847.wmf]2
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, а поэтому его общим решением будет 


[image: image848.wmf]12
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П р и м е р   1.  Решить уравнение 
[image: image849.wmf]560.

yyy

¢¢¢

-+=



Р е ш е н и е.   Частными решениями этого уравнения мы уже пользовались; теперь покажем, как они находятся. Составляем характеристическое уравнение


[image: image850.wmf]2
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откуда


[image: image851.wmf]1
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 и 
[image: image852.wmf]2
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Таким образом, линейно независимыми частными решениями для данного уравнения будут


[image: image853.wmf]2
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 и 
[image: image854.wmf]3
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А его общее решение напишется так:
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В т о р о й   с л у ч а й.  Корни характеристического уравнения действительные и равные, т. е. 
[image: image856.wmf]12
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 Находим одно частное решение:
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Можно доказать, что вторым частным решением будет
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Покажем это на следующем примере.


П р и м е р   2.  Решить уравнение 
[image: image859.wmf]440
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Р е ш е н и е.  Решая характеристическое уравнение
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находим:
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Одно частное решение 
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Проверим, что 
[image: image864.wmf]2
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 удовлетворяет данному уравнению. Для этого находим: 
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Подставляем значения 
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 в уравнение:
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полученное тождество показывает, что 
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 второе частное решение данного дифференциального уравнения.


Итак, мы нашли для данного уравнения два частных решения:
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которые являются линейно независимыми; поэтому общее решение этого уравнения будет
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Т р е т и й   с л у ч а й.  Корни характеристического уравнения комплексные, а именно:

                                           
[image: image874.wmf]1
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Частными решениями уравнения (2) будут
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Однако эти решения можно преобразовать в выражения, которые не содержат минимальных величин.

Представим функцию (4) в следующем виде:
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Сложим эти равенства, а затем вычтем из первого второе; получим:
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Первое из полученных равенств умножим на 
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Согласно формулам Эйлера имеем
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поэтому равенства (5) примет вид:
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 - также частные решения этого уравнения (теорема 1).


Итак, мы нашли два частных решения уравнения (2), представленные равенствами (6), причем эти решения линейно независимые. Следовательно, общее решение уравнения (2) напишется в виде 
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П р и м е р   3.  Решить уравнение 
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Р е ш е н и е.  Характеристическое уравнение
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имеет корни 
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Сравнивая их с (3), имеем:
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Следовательно, частными решениями этого уравнения будут
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2. Упражнения для самостоятельной работы.

Найти частные решения уравнений:
1. 
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Найти общие решения уравнений:

1. 
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4. Ускорение прямолинейного движения тела определяется из равенства
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3. Контрольные вопросы.

1. Какое уравнение называется дифференциальным второго порядка?

2. Как решается дифференциальное уравнение второго порядка?

3. Что такое «начальное условие»?

4. Что представляет собой «геометрически» общее решение дифференциального уравнения?

Практическая работа

Тема: Исследование числовых рядов на сходимость, используя необходимый и достаточный признаки сходимости
Цель работы: Уметь составить ряд по заданному общему члену и исследовать на сходимость.
1.1. Необходимый признак сходимости ряда. Ряд  
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   расходится  - это достаточный  признак

расходимости ряда.

1.2. Достаточные признаки сходимости ряда с положительными членами.
 a) Признак сравнения  рядов  с положительными членами.  Исследуемый ряд
сходится, если его члены не превосходят соответствующих членов другого.

заведомо сходящегося ряда:  исследуемый ряд расходится, если его члены превосходят соответствующие члены другого заведомо расходящегося ряда.

 При   исследовании  рядов  на  сходимость   и   расходимость   по  этому признаку  часто  используется  геометрический  ряд
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 который сходится  при  |q|<1   и расходится при |q|
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являющийся  расходящимся.

При исследовании рядов используется также обобщенный гармонический ряд
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Если р=1, то данный ряд обращается в гармонический ряд, который является расходящимся.

Если р<1. то члены данного ряда больше соответствующих членов гармонического ряда и, значит, он расходится. При р>1 имеем геометри​ческий ряд, в котором |q|<1; он является сходящимся. Итак, обобщенный гармонический ряд сходится при р>1  и расходится при p
[image: image945.wmf]£
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б) Признак Даламбера. Если для ряда с положительными членами
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 EMBED Equation.3 [image: image947.wmf] выполняется условие 
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l>1.

Признак Даламбера  не дает ответа,  если  l=1.  В этом случае для исследования ряда применяются другие приемы.

2.1. Исследовать сходимость ряда, применяя необходимый признак сходимости и признак сравнения:

 1) 
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)

(

)

K

K

+

×

-

+

+

×

+

×

+

×

=

×

-

å

¥

=

n

n

n

n

n

2

1

2

1

2

5

1

2

3

1

2

1

1

2

1

2

1

3

2

1

 ;

Находим 
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. Необходимый признак сходимости ряда выполняется, но для решения вопроса о сходимости нужно применить один из достаточных признаков сходимости. Сравним данный ряд с геометрическим рядом
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который сходиться, так как q=1/2<1.

Сравнивая члены данного ряда, начиная со второго, соответствующими членами геометрического ряда, получим неравенства
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 EMBED Equation.3 [image: image955.wmf]K
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т.е. члены данного ряда, начиная со второго, соответственно меньше членов геометрического ряда, откуда следует, что данный ряд сходиться.
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Имеем 
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. Здесь выполняется достаточный признак расходимости ряда; следовательно, ряд расходиться. При сравнении данного ряда с гармоническим также убеждаемся, что ряд расходиться.

2.2. Исследовать сходимость ряда, используя признак Даламбера:

 1)  
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Подставив в общий член ряда 
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Следовательно, данный ряд сходиться.

 2) 
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Имеем 
[image: image968.wmf];

3

2

n

u

n

n

=

 
[image: image969.wmf](

)

;

1

3

2

1

1

+

=

+

+

n

u

n

n
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[image: image971.wmf].
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Значит, данный ряд сходиться.

3.1. Исследуйте сходимость ряда, применяя необходимый признак и один из признаков сравнения:

 1) 
[image: image972.wmf];
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 4) 
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3.2. Исследуйте сходимость ряда, используя признак Даламбера:

 1) 
[image: image976.wmf];
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 3) 
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3.3.

 1) Найдите первые четыре члена ряда по заданному общему члену:

  а) 
[image: image980.wmf](
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  б) 
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 2) Найдите формулу общего члена ряда:

  а) 
[image: image982.wmf]K
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  б) 
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 3) Вычислите сумму членов ряда:
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 4) Используя признак сравнения, исследуйте сходимость ряда:
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 5) Используя признак Даламбера, исследуйте сходимость ряда:

   
[image: image986.wmf]å
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4. Контрольные вопросы:

4.1. Числовой ряд. Основные понятия.

4.2. Необходимый признак сходимости ряда.

4.3. Достаточный признак сходимости ряда.

4.4. Гармонический ряд.

4.5. Геометрический ряд.

Практическая работа 

Тема: Степенной ряд. Вычисления радиуса сходимости ряда

Цель работы: Знать определение степенного ряда. Уметь вычислять радиус сходимости степенного ряда.

Теория.

1.1. Степенным рядом называется ряд вида:
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где числа 
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, … называются коэффициентами ряда, а член 
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 - общим членом ряда.

  Областью сходимости степенного ряда называется множество всех значений 
[image: image993.wmf]x

, при которых данный ряд сходиться.

  Число 
[image: image994.wmf]R

 называется радиусом сходимости ряда, если при 
[image: image995.wmf]x



 EMBED Equation.3 [image: image996.wmf]<



 EMBED Equation.3 [image: image997.wmf]R

 ряд сходиться и притом абсолютно, а при 
[image: image998.wmf]R
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 ряд расходиться.

  Радиус сходимости ряда 
[image: image999.wmf]R

 можно найти, используя признак Даламбера:
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[image: image1001.wmf]x

 не зависит от 
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), откуда


[image: image1003.wmf],

lim

1

+

¥

®

<

n

n

n

a

a

x


т.е. если ряд 
[image: image1004.wmf]1

lim

+

¥

®

<

n

n

n

a

a

x

 сходиться при любых 
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  Отсюда следует, что если существует предел 
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то радиус сходимости ряда 
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 равен этому пределу и ряд 
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 сходиться при 
[image: image1015.wmf]x



 EMBED Equation.3 [image: image1016.wmf]<



 EMBED Equation.3 [image: image1017.wmf]R

, т.е. в промежутке 
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 который называется промежутком (интервалом) сходимости.
Если предел 
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 сходиться в единственной точке 
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  На концах промежутка ряд может сходиться (абсолютно или условно), но может и расходиться. Сходимость ряда 
[image: image1027.wmf]å
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 исследуется с помощью какого-либо из признаков сходимости.

2.1. Дан ряд
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Исследовать его сходимость в точках x=1, x=3, x= -2. 

Решение: 

При x=1 данный ряд превращается в числовой ряд
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Исследуем сходимость этого ряда по признаку Даламбера. Имеем
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3

n

n

n

u

=

 
[image: image1033.wmf];

3

1

1

1

+

+

+

=

n

n

n

u

 
[image: image1034.wmf](
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, т.е. ряд сходиться.

При x=3 получим ряд 
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или 

1+2+3+ ... +n+ … ,

который расходиться, так как не выполняется необходимый признак сходимости ряда 
[image: image1037.wmf](
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При x= -2 получим


[image: image1038.wmf]K

K

+

-

×

+

+

-

×

+

-

×

+

-

×

n

n

n

)

2

(

3

)

2

(

3

3

)

2

(

3

2

)

2

(

3

1

3

3

2

2


Это знакочередующийся ряд, который, согласно признаку Лейбница, сходиться.

Итак, в точках x=1 и x= -2 ряд сходиться, а в точке x=3 расходиться.

2.2. Найти промежуток сходимости степенного ряда:

 1)  
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Используя формулу 
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[image: image1048.wmf].
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Следовательно, промежуток сходимости есть 
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Согласно формуле 
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Ряд сходиться только в одной точке x=0.

3.1. Исследуйте сходимость ряда:

 1) 
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 в точках x= -1 и x=2;

 2) 
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3.2. Найдите промежуток сходимости степенного ряда:

 1) 
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3.3. Найдите промежуток сходимости степенного ряда:

 1) 
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 2) 
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4. Контрольные вопросы:

4.1. Степенной ряд (определение).

4.2. Радиус сходимости степенного ряда.

4.3. Интервал сходимости степного ряда.

4.4. Сходимость степенного ряда при x= -R и x=R.

Практическая работа

Тема: Разложение элементарных функций в ряд Тейлора.

Цель работы: уметь раскладывать элементарные функции в ряд Маклорена и Тейлора.

Теория.

  1.1.Рядом Тейлора для функции f(x) называется степенной ряд вида:
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Если a=0, то получим частный случай ряда Тейлора:
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который называется рядом Маклорена.

  Степенной ряд внутри его промежутка сходимости можно почленно дифференцировать и интегрировать сколько угодно раз, причём полученные ряды имеют тот же промежуток сходимости, что и исходный ряд.

  Два степенных ряда можно почленно складывать и умножать по правилам сложения и умножения многочленов. При этом промежуток сходимости полученного нового ряда совпадает с общей частью промежутков сходимости исходных рядов.

  Для разложения функции f(x) в ряд Маклорена необходимо:

  1) вычислить значения функции и её последовательных производных в точке 
[image: image1070.wmf]0
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  2) составить ряд Моклорена, подставив значения функции и её последовательных производных в формулу (27.9);

  3) найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле 
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[image: image1074.wmf],
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Для разложения функции в ряд Тейлора необходимо: 

  1) вычислить значения функции и её последовательных производных в точке 
[image: image1075.wmf]a
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  2) составить ряд Тейлора, подставив значения функции и её последовательных производных в формулу (27.8);

  3) найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле 
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2.1. Разложить в ряд Маклорена функцию: 

  1) 
[image: image1080.wmf]x
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     Решение: 

  Вычислим значения функции и её производных при 
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  Подставив эти значения в формулу (27.9), получим разложение функции 
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  Этот ряд называется экспоненциальным рядом.

  Промежуток сходимости найдём по формуле 
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  Полученный ряд сходится к функции 
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    Решение:

Вычислим значения функции и ее производных при 
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 Заметим, что производные четного порядка 
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 Подставив эти значения  в формулу (27.9), получим разложение синуса в ряд Маклорена:
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 Промежуток сходимости полученного ряда найдем по формуле 
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 т.е. ряд сходиться в промежутке 
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2.2. Разложить в ряд Тейлора функцию:
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 Подставив эти значения в формулу (27.8), получим разложение функции 
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 Промежуток сходимости ряда найдем по формуле 
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 т.е. промежуток сходимости – вся числовая ось.

II способ. Если в разложении
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 (см. п.1 примера 2.1.) заменим х на 2х, то получим  ряд Маклорена для функции 
[image: image1148.wmf]:

2

x

e



[image: image1149.wmf]...

!

2

...

!

2

2

!

1

2

1

2

2

2

+

+

+

+

+

=

n

n

x

x

n

x

x

e

 . (*)

  Функцию 
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Получим                                                            
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Вычислим значения функции и ее производных в точке х=1; имеем 
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Подставив эти значения в формулу (27.8), получим разложение функции 
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 Используя формулу 
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3.1. Разложите в ряд Маклорена функцию:
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 3.2. Разложите в ряд Маклорена функцию:
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3.3. Найдите три первых отличных от нуля члена разложения в ряд Маклорена функции: 1)
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3.4. Разложите в ряд Тейлора функцию: 1)
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3.5. Разложите в ряд Тейлора функцию: 1)
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4. Контрольные вопросы:

4.1. Ряд Тейлора.

4.2. Ряд Маклорена.

4.3. Правило разложения функции в ряд Маклорена.

4.4. Логарифмический ряд.

Практическая работа

Тема: Разложение в ряд Фурье нечетной функции

Цель работы: Знать определение ряда Фурье и формулы его коэффициентов для нечетной функции.
Теория.

1.1. Тригонометрический ряд Фурье. Тригонометрическим  рядом Фурье для функции 
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или, короче,
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 Функция 
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1.2. Ряд Фурье для нечетной функции. Если в промежутке 
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 Следовательно, нечетная функция разлагается в ряд Фурье по синусам:

[image: image1236.wmf]K

K

+

+

+

+

=

nx

b

x

b

x

b

x

f

n

sin

2

sin

sin

)

(

2

1

 .

 В случае, когда функция 
[image: image1237.wmf])

(

x

f

 определена в промежутке 
[image: image1238.wmf]p

£

£

x

0

, ее также можно разложить в ряд Фурье только по синусам. Для этого функцию нужно доопределить в промежутке 
[image: image1239.wmf]0

£

£

-

x

p

 так,  чтобы в промежутке  
[image: image1240.wmf]p

p

£

£

-

x

 она оказалась нечетной.

 Например, если функцию 
[image: image1241.wmf]x

x

f

=

)

(

, где 
[image: image1242.wmf]p

£

£

x

0

(рис.1, а), дополнить ее нечетным продолжением в промежутке 
[image: image1243.wmf]0

£

£

-

x

p

(рис.1, б), то получим нечетную функцию, рассматриваемую в промежутке 
[image: image1244.wmf]p

p

£

£

-

x

, которую можно разложить в ряд Фурье только по синусам. Вне промежутка 
[image: image1245.wmf]p

p

£

£

-

x

 функция является периодической с периодом 
[image: image1246.wmf]p

2

.


                                               Рис.1
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Рис.2
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 Подставив эти значения в формулу  [image: image1265.wmf]K

K

+

+

+

+

=

nx

b

x

b

x

b

x

f

n

sin

2

sin

sin

)

(

2

1

, получим


[image: image1266.wmf]K

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

4

sin

2

1

3

sin

3

2

2

sin

sin

2

 ,

или 


[image: image1267.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

+

-

=

K

4

4

sin

3

3

sin

2

2

sin

1

sin

2

x

x

x

x

x

.

 Это равенство имеет место в точках непрерывности функции 
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Во всех точках разрыва получим то же значение, т.е. сумма ряда равна нулю.

   Полученное разложение можно записать и в таком виде: 
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2.2. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию
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Рис.2
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Подставив эти значения в формулу 
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 В точках разрыва 
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4. Контрольные вопросы:

 4.1. Простая и сложная гармоника.

 4.2. Тригонометрический ряд Фурье.

 4.3. Коэффициент ряда Фурье для нечетной функции.

 4.4. Условие Дирихле.

Практическая работа

Тема: Разложение в ряд Фурье четной функции

Цель работы: Знать определение ряда Фурье и формулы его коэффициентов для четной функции.
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 Следовательно, четная функция разлагается в ряд Фурье по косинусам:
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 Первый интеграл вычислим по частям; полагая 
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Вычислим второй интеграл:
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 Значит, 
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 Подставив значения 
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3.1. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 
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3.2. В промежутке 
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 разложите в ряд Фурье по косинусам функции:

1) 
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4. Контрольные вопросы:

 4.1. Тригонометрический ряд и его коэффициенты.

 4.2. Коэффициенты ряда Фурье для четной и нечетной функции.

Практическая работа.

Тема: Разложение функций, часто встречающихся в электротехнике в ряд Фурье.

Цель:  Уметь раскладывать  в ряд Фурье несинусоидальный ток.

I Теория:
            При изучении процессов в электрических цепях с несинусоидальными токами целесообразно воспользоваться теоремой Фурье, согласно которой всякая периодическая функция, удовлетворяющая условиям теоремы Дирихле, может рассматриваться как сумма постоянной величины и ряда синусоидальных величин с краткими частотами.

               Гармоническая составляющая, частота которой частоте несинусоидальной величины, называется не основной гармоникой; остальные гармоники, у которых частоты в 2,3,… раза больше,  называются второй гармоникой и т.д.

               Несинусоидальный ток i( t ) с периодом 
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 принято разлагать в ряд Фурье
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               коэффициенты которого находят по формуле:
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                При разложении периодической функции f( t ) с периодом Т в ряд Фурье удобно пользоваться следующими свойствами определенных интегралов:

1) если f( t ) – нечетная функция, то
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                Имея в виду свойства (1) и (2), для нечетной функции, разлагаемой в ряд Фурье,  коэффициенты  
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           рис 1.

1.Разложить в ряд Фурье кривую двухполупериодного  выпрямленного синусоидального тока (рис 1).
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Решение. Так как заданная функция четная, то 
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Заданная функция раскладывается в ряд Фурье
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2. Разложить в ряд Фурье кривую полупериодного выпрямленного синусоидального тока (рис. 2)
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Рис. 2
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Известно, что при k нечетном 
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Если k=1, то
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если k=1, то 
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Заданная функция раскладывается в ряд Фурье
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3.Разложить в ряд Фурье функцию ( рис. 3 )
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Рис. 3
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Решение. Так как заданная функция нечетная, то 
[image: image1437.wmf]0

0

=

a

 и 
[image: image1438.wmf];

0

=

k

a



[image: image1439.wmf]ò

=

w

p

w

p

w

2

0

sin

t

k

A

b

k



 EMBED Equation.3 [image: image1440.wmf]ò

=

w

p

w

p

w

2

0

sin

2

t

k

A

dt



 EMBED Equation.3 [image: image1441.wmf]t

k

k

A

dt

w

p

cos

2

-

=


при k нечетном 
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Заданная функция раскладывается в ряд  Фурье
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III Самостоятельно:

1. Разложить в ряд Фурье функцию ( рис. 4)
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Рис 4
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2.Разложить в ряд Фурье функцию: (рис. 5)
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Рис 5.

3.Разложить в ряд Фурье функцию  
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Рис. 6
4. Разложите в ряд Фурье  функцию  двухполупериодного  выпрямленного синусоидального тока ( рис. 7 )
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Рис.7
IV . Контрольные вопросы.

1) Тригонометрический ряд Фурье.

2) Коэффициенты ряда Фурье для четной и нечетной функции.

3) Когда функцию можно разделить в ряд Фурье и почему?

4) Пример несинусоидального тока в электротехнике.

Раздел 4

Практическая работа
Тема: Множества и операции над ними.

Цель: Уметь выполнять операции над множествами. Решать логические задачи.
1. Теория.

1.1 Основные операции над множествами.
	Название операции
	Обозначение
	Изображение кругами Эйлера
	Определение
	Символическая запись

	Пересечение множеств
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	Те и только те элементы, которые одновременно принадлежат одновременно А и В
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	Объединение множеств
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	Те и только те элементы, которые принадлежат хотя бы одному из множеств А и В
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	Разность множеств
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	Те и только те элементы множества А, которые не принадлежат В
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	Дополнение к множеству А
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	Те и только те элементы, которые не принадлежат множеству А (т.е. дополняют его до универсального U)
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	Симметрическая разность
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	Те и только те элементы, которые принадлежат одному из множеств: А или В, но не являются общими элементами
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1.2 Виды множеств

1.3 Примеры


Пример первый



Окружность – множество точек плоскости, равноудалённых от данной(например, О), называемой центром. Математически для её нахождения надо задать уравнение равноудалённости 
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 , (а это уравнение шара) и уравнение плоскости проходящей через центр О с координатами (a,b,c):
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. Окружностью (Е) будет множество точек, принадлежащих и шару (L), и плоскости (P), т.е. их пересечение: 
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 Поэтому для нахождения этих точек, надо решить систему двух уравнений. Итак, окружность 
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Пример второй



Пусть 
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Обратите внимание, что для разности двух множеств не выполняется переместительный закон: 
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. Это становится очевидным, если одно множество пустое (например, А), а другое – непустое.


Пример третий



Пятьдесят лучших студентов колледжа наградили за успехи поездкой в Англию и Германию. Из них 5 не владели ни одним разговорным иностранным языком, 34 знали английский язык и 27-немецкий. Сколько студентов владели двумя разговорными иностранными языками?


Решение. Введём обозначения множеств:

Е - множество студентов, не владеющих ни одним иностранным языком;

А - множество всех студентов, 
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;

В – множество студентов, владеющих английским языком, 
[image: image1480.wmf]34
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;

С – множество студентов, владеющих немецким языком, 
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;

D – множество студентов, владеющих английским и немецким языками, 
[image: image1482.wmf]x
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.

Представим множества графически с помощью кругов Эйлера.

Способ 1. Составим уравнение: 
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Способ 2. Найдём 
[image: image1484.wmf]D

 из уравнения 
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 или 34+27-х=50-5, отсюда х=16. 

Следовательно, 16 студентов свободно общались на двух иностранных языках.


Пример четвёртый



Из 35 студентов, побывавших на каникулах в Москве, все, кроме двоих, делились впечатлениями. О посещении Большого театра с восторгом вспоминали 12 человек, Кремля – 14, а 16 – о концерте, по три студента запомнили посещение театра и Кремля, а также театра и концерта, а четверо – концерта и пребывания в Кремле. Сколько студентов сохранили воспоминания одновременно о театре, концерте и Кремле?

Решение. Введём обозначения:

А – множество студентов, вспоминающих о театре, 
[image: image1486.wmf]12
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В – о Кремле, 
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;

С – о концерте, 
[image: image1488.wmf]16
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;

D – множество всех студентов, побывавших в поездке.

Изобразим множества графически с помощью кругов Эйлера.
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Обозначим 
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, тогда 35-2=12+14+16-3-3-4+х, отсюда х=3.

Всего 3 студента рассказывали о трёх культурных мероприятиях поездки.

2. Упражнения для самостоятельной работы.

1. Укажите множество действительных чисел, соответствующее записи:
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2. Опишите множество М точек плоскости, заданных характеристическим свойством:
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3. Дано множество Mi
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4. Какие из следующих соотношений справедливы:
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5. Дано множество 
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Какие из элементов этого множества являются множествами?


Какие из следующих записей верны:
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6. На множестве U всех букв русского алфавита заданы множества А, В, С: 
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 EMBED Equation.3 [image: image1524.wmf]{

}

к

о

ч

ы

б

С

,

,

,

,

=

. Найдите следующие множества и изобразите их кругами Эйлера:
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7. Докажите, используя определения и круги Эйлера:
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8. Даны отрезки А=[-4;5], B=(2;6], C=(5;10]. Найдите следующие         множества и изобразите их кругами Эйлера:
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9.Решите задачу Льюиса Кэрролла, автора книг «Алиса в стране чудес» и «Алиса в Зазеркалье»: «В ожесточенном бою из 100 пиратов потеряли по одному глазу – 70, по одному уху – 75, по одной руке – 80, по одной ноге – 85 пиратов. Каково минимальное число пиратов, потерявших одновременно глаз, ухо, ногу и руку?»


10. Определите вид множества по его мощности:
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в) множество четырехугольников с пятью вершинами
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д) множество городов нашей страны, начинающихся с буквы Ъ


11. Выполните действия и определите мощность полученного множества:
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12. Даны множества 
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1. Запишите декартовы произведения множеств
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2. Верно ли, что для декартова произведения справедлив                 переместительный закон? Докажите вывод.


13. Постройте множество 
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14. Даны множества 
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. Составьте отношения и постройте графики казанных отношений:
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15. Секретарь факультета программирования составил отчёт, в котором сказано, что из 100 абитуриентов английский язык в школе изучали 50 человек, немецкий – 23, а французский – 30. С английским и французским языками знакомы 8 абитуриентов, с французским и немецким – 10, а с английским и немецким – 20. Все три языка изучали 5 абитуриентов.


16. Из 100 студентов факультета программирования 42 посещают спортивные секции, 30 – занятия НСО, а 28 - кружки художественной самодеятельности. На занятия НСО и спортом успевают ходить 5 студентов, спортом и художественной самодеятельностью занимаются 10, НСО и художественной самодеятельностью – 8, а сразу все три увлечения имеют три студента.


Сколько студентов:


а) не посещают ни одного из этих объединений по интересам;


б) занимаются только спортом;


в) занимаются либо в НСО, либо в художественной самодеятельности;


г) занимаются либо спортом, либо художественной самодеятельностью, но не в НСО;


д) занимается или спортом, или художественной самодеятельностью, но не в НСО;


е) занимаются или в НСО, или в художественной самодеятельностью, но не спортом?

3. Контрольные вопросы

1.Что такое множества?

2.Как задать множество?

3.Как изобразить множество?

4.Как сравнить множество?

5.Виды множеств.

Практическая работа.

Тема: Способы задания графов. Операции над графами.
Теория: Большое число комбинаторных задач связано с графом.

Графом называется фигура, образованная конечным набор точек плоскости и отрезков, соединяющих некоторые из этих точек Точки называются вершинами, а отрезок- ребрами графа.



Примерами графов могут служить системы  метрополитенов, железных и шоссейных дорог планы выставок и т.д.

Индекс вершины- число ребер графа, сходящихся в данной вершине.

Если в графе допускается перестановка вершин то граф называется неориентированным, в противном случае граф ориентированный(орграф) .

Если одной и той же паре вершин инцидентно несколько ребер, то ребра называются кратные  если начало и конец ребра совпадают то ребро называется петлей.
Способы задания

1. Аналитический

Выписываются все ребра и пишутся напротив две пары вершин, которым они инциденты. В конце выписываются все изолированные вершины. 
2. Геометрический 
Каждая вершина графа задается точкой, а ребра, инцидентные паре вершин- кривой.

3. С помощью матрицы инцидентности. 
A(m*n)

m=число вершин.

n=число ребер.

4. Матрица смежности (задается одинаково для всех графов)
Граф, в котором нет кратных ребер и петель, называется простым.

Простой граф называется полным, если любой паре его вершин инцидентно одно ребро.
Примеры решения задач
1. Количество ребер инцидентных вершине А равно 4

                              А
2. Проверить граф на уникурсальность.(Число вершин нечетного индекса равно 0 или 2)

 А                  В              Определим четность вершин:

                                       Вершина А имеет индекс 5

D                  С                Вершина B-3

                                       Вершина С-3
                                        Вершина D-3
Мы имеем четыре вершины нечетного индекса, следовательно, данный граф не является уникурсальным(от сюда получаем что нарисовать одним росчерком контур нельзя). 
3. Для неориентированного графа построить матрицу смежности S и матрицу инцидентности T.

Имеем:

 [image: image1578.png]




[image: image1579.wmf];
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4. Дано множество A=(1.2.3.4.5). На этом множестве заданно отношение 
[image: image1581.wmf].
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 Построим орграф данного отношение f. Для этого изобразим все элементы множества A точками на плоскости и проведём стрелку от каждого большого числа к меньшему. График бинарного отношения f на множестве A есть множество точек (x,y) в некоторой прямоугольной системе координат таких, что (x,y)
[image: image1582.wmf]2
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Î

 и x>y. Чтобы найти все точки (x,y) такие, что x>y, выпишем все пары из 
[image: image1583.wmf]2

A

 и выделим те из них, для которых x>y:

[image: image1584.png]Puc. 4.23




(1,1),  (1,2),  (1,3),  (1,4),  (1,5),

(2,1),  (2,2),  (2,3),  (2,4),  (2,5),

(3,1),  (3,2),  (3,3),  (3,4),  (3,5),

(4,1),  (4,2),  (4,3),  (4,4),  (4,5),

(5,1),  (5,2),  (5,3),  (5,4),  (5,5).

Строим график. Отношение f:x>y обладает следующими свойствами. [image: image1585.png]Puc. 4.24




1. Оно антирефлексивно, так как ни для каких x не имеет место x>y и орграф отношения F не имеет петель.

2. Оно не симметрично, таккак для любых двух чисел имеет место только соотношение x>y.

3. Оно транзитивно, так как если x>y и y>z, то x>z , орграф отношения f является транзитивным, т.е. существуют замыкающие дуги (дуги (3,2) и (3,1) влекут дуги (2,1) и т.д.).

5. Из пункта A в пункт B выехали 5 машин одной марки разного цвета: белая, чёрная, красная, синяя, зелёная. Чёрная едет впереди синей, зелёная – впереди белой, но позади синей, красная впереди черной. Какая машина едет первой, какая последней?

Задачу можно решать исходя из общих рассуждений, но проще это сделать, построив орграф для отношения f: «x едет сзади y». На плоскости отметим пять точек, соответствующих каждой машине и обозначим их первой буквой цвета машины. От x проведём стрелку к y. Машина, цвет которой соответствует вершине графа, из которого только выходит стрелка, едет последней, а та, которая соответствует вершине графа, в которую стрелка только входит, едет первой. Таким образом, анализируя граф (рис 4.25), получаем следующий порядок движения: первая – красная, затем чёрная, синяя, зелёная, последняя – белая машина.

 [image: image1586.png]Puc. 4.25




6. Данна матрица 
[image: image1587.wmf]÷
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. Построить соответствующий ей орграф, имеющий матрицу A своей матрицей смежности. Найти матрицу инцидентности для построенного орграфа. Для построения орграфа каждой его вершине 
[image: image1588.wmf]N

n

Î

 однозначно сопоставим точку на плоскости. Если 
[image: image1589.wmf])
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 A, то точки, отмеченные 
[image: image1590.wmf]i
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 и 
[image: image1591.wmf]j
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, соединим стрелкой, начинающейся в 
[image: image1592.wmf]i

n

 и заканчивающейся в 
[image: image1593.wmf]j

n

. В результате получим геометрический орграф.


Данная матрица смежности имеет четыре строки и четыре столбца, следовательно, в орграфе четыре вершины: 1, 2, 3, 4. Проанализируем элементы матрицы A: 
[image: image1594.wmf]0
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 - при вершине 1 нет петель; 
[image: image1595.wmf]2
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, значит, из 1 выходят две стрелки к вершине 2; 
[image: image1596.wmf]1
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, значит, из 1 выходит одна стрелка к вершине 3; 
[image: image1597.wmf]0
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 значит, из 1 не выходит не одной стрелки к вершине 4; 
[image: image1598.wmf]0

21

=

a

, значит, из 2 не выходит стрелки к вершине 1; 
[image: image1599.wmf]0
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, при 2 нет петель;  
[image: image1600.wmf]1
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, значит, из 2 выходит одна стрелка к вершине 3; 
[image: image1601.wmf]0
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, значит, из 2 не выходит стрелка к вершине 
[image: image1602.wmf]4
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; 
[image: image1603.wmf]1
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, значит, из 
[image: image1604.wmf]3
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 выходит одна стрелка к вершине 1; 
[image: image1605.wmf]0
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,  значит, из 3 не выходит стрелки, к вершине 2; 
[image: image1606.wmf]0
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, значит, в 3 нет петель; 
[image: image1607.wmf]1
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, значит из 3 выходит стрелка к вершине 4; 
[image: image1608.wmf]3
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, значит, из 4 выходят три стрелки к вершине 1; 
[image: image1609.wmf]1
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, значит, из 4 выходит одна стрелка к вершине 2; 
[image: image1610.wmf]0
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, значит, из 4 не выходит стрелки к вершине 3; 
[image: image1611.wmf]2
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, значит, в 4 есть 2 петли (рис. 4.26). Строим орграф.


Запишем матрицу инцидентности для построенного орграфа, в ней будет четыре стоки (по числу вершин) и 12 столбцов (по числу дуг). В нижней строке указаны номера дуг:


[image: image1612.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

1

0

0

1

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1

0

0

0

1

1

1

1

0

1

1

1

4

3

2

1

T


Петле соответствует нулевой столбец. Матрица инцидентности указывает на наличие петель в орграфе, но не указывает, каким вершинам они инцидентны. [image: image1613.png]



7. Расстояние между потребителями электроэнергии А,Б,В,Г,Д,Е в десятках километров дано в таблице 4.3. Требуется построить сеть линий электропередач так, чтобы количество затраченных проводов было минимальным и можно было передать энергию из каждого города в любой другой.

Таблица 4.3

	
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	Е

	А
	0
	7
	11
	6
	8
	15

	Б
	7
	0
	9
	12
	6
	7

	В
	11
	9
	0
	3
	7
	3

	Г
	6
	12
	3
	0
	2
	4

	Д
	8
	6
	7
	2
	0
	1

	Е
	15
	7
	3
	4
	1
	0


[image: image1614.jpg]



Построим граф 
[image: image1615.wmf]6

G

 имеющий шесть заданных вершин, соединённых между собой (рис. 4.27). Число рёбер соответствует числу элементов в таблице (матрице) расстояний, лежащих выше (ниже) главной нулевой диагонали. Около каждого ребра  указанно расстояние между потребителями. Эти величины называют весом соответствующего ребра. Всего можно построить 66-2=1296 деревьев, соединяющих данные пункты. Ищем дерево W, имеющее наименьшую суммарную длину рёбер. Число рёбер Q графа W, можно определить, зная 
[image: image1616.wmf]g

- цикломатическое число графа G, число вершин n, рёбер m, число компонент k графа 
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Строим граф W. Для этого:

1. Выбираем ребро наименьшей длины с(Д,Е)=1.

2. Выбираем ребро наименьшей длины, среди оставшихся с(Г,Д)=2.

3. Из оставшихся рёбер выбираем ребро наименьшей длины, не образующие цикло с уже выбранными: с(В,Г)=3

4. Из оставшихся рёбер выбираем ребро с(В,Д)=6, так как оно не образует циклов с уже выбранными.

5. По аналогии с п.4 выбираем ребро с(А,Г)=6.

На рисунке 4.27 остовное дерево W выделено жирной линией. Таким образом, суммарная длинна графа L=1+2+3+6+6=18

Упражнения для самостоятельной работы

1. Нарисуйте графы, у которых имеются вершины с индексами один, два, три, четыре. 

2. В графе 10 вершин, каждая из которых имеет индекс 3. Сколько у него ребер, нарисуйте такой граф.

3. В графе 5 вершин, каждая из которых имеет индекс 4. Сколько у него ребер, нарисуйте такой граф.

4. Определите какие графы на рисунке являются уникурсальными.


          а)                             

                                               б)                                  с)                                         d)
5. Показать, что для произвольного графа G=(S,U) справедливость равенство 
[image: image1619.wmf].
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6. Для графов, изображённых на рис. 3.22, составить матрицы смежности вершин, смежности дуг и инциденций.      [image: image1620.jpg]-~ P
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7. По матрице смежности вершин построить наглядные изображения графов: [image: image1621.jpg]Gy
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8. На рисунке 3.23 приведены графы 
[image: image1622.wmf]1
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 и 
[image: image1623.wmf]2
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. Найти 
[image: image1624.wmf]2
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9. Найти матрицы сильных компонентов и маршрутов длины три дуги (ребра), исходящих из вершины 
[image: image1627.wmf]1

x

, для графов изображённых на рис. 3.24. [image: image1628.jpg]X
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10. найти эксцентриситеты вершин, радиусы и диаметры графов, периферийные, центральные вершины и диаметральные цепи графов, приведенных на рис. 3.25. [image: image1629.jpg]x
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11. Упорядочить вершины и дуги орграфов, изображенных на рис 3.26, графическим и матричным способом (дуги – только графическим способом). [image: image1630.jpg]



12. Доказать, что три графа, изображенных на рис. 3.27, изоморфны, а графы на рис 3.28 неизоморфны.                                                            [image: image1631.jpg]2 X % X
X X X TR
Puc. 3.27

X x X

Puc. 3.28

X

%,

%

X

X5




13. Построить граф, центр которого: 

А) состоит ровно из одной вершины;

Б) состоит ровно из трёх вершин и не совпадает с множеством всех вершин;

В) совпадает с множеством всех вершин;

10. Показать, что в любом графе без петель и кратных рёбер, содержащем не менее двух вершин, найдутся 2 вершины с одинаковыми степенями.

Контрольные вопросы

1. Что называется графом? Ориентированным графом? Приведите примеры.

2. Что такое степень вершины?

3. Перечислите основные понятия, связанные с неориентированными графами.

4. Перечислите основные понятия, связанные с орграфами.

5. Дайте определение Эйлерова графа.

6. Какой граф называют гамильтоновым?

7. Какой граф называют связанным?

8. Какой граф называют деревом? Лесом?

9. Какие матрицы связаны с неориентированными и ориентированными графами? В чем их сходство? В чём состоит различие?

10. Определение сети, основные элементы сети, правила построения сети.

11. Критический путь и резервы времени сетевой модели.

12. В чём состоит сетевое планирование?

13. Что такое сетевой график?

14. Как проводится оптимизация сетевого графика по критерию минимума времени?

15. В чём суть транспортной задачи?

16. Какую матрицу называют матрицей пропускных способностей?

17. Сформулируйте теорему Форда-Фалкерсона.

18. Запишите алгоритм построения максимального потока в сети.

 Раздел 5: Теория вероятности

Практическая работа

Тема: Решение простейших комбинаторных задач

Цель работы: знать формулы перестановки, размещения, сочетаний, распределения и уметь их применять при решении простейших задач.

1.
Теория.

1.1. Размещения. Размещениями из   n   элементов по   m   в каждом называются такие                                                               соединения, которые отличаются друг от друга либо самими элементами (хотя бы одним), либо порядком их расположения.

Число размещений из   n   элементов по   m   обозначается символом   [image: image1633.png]


   и вычисляется по формуле

[image: image1635.png]A™ =n(n—1)(n—2)..[n— (m—1)]



 

(1.1)

1.2. Перестановки. Перестановками из    n   элементов называются такие соединения из всех   n   элементов, которые отличаются друг от друга порядком расположения элементов.

Число перестановок из    n   элементов обозначается символом [image: image1637.png]


.

Перестановки представляют частный случай размещений из   n   элементов по   n   в каждом, т.е.:


[image: image1639.png]



или



[image: image1641.png]


    




(1.2)


Число всех перестановок из   n   элементов равно произведению последовательных чисел от 1 до   n   включительно. Произведение 1 2 3 … (n-1)n   обозначают символом   n!   (читается «n-факториал»), причем полагают 0!=1, 1!=1. Поэтому равенство (1.2) можно переписать в виде:

[image: image1643.png]


 





(1.3)


Используя формулу (1.3), формуле (1.1) можно придать вид




[image: image1645.png]&3
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                                                                         (1.4)  


При решении задач часто используется равенство




[image: image1647.png]AmHL =
(n—m)A™



                                                                         (1.5)

1.3. Сочетания. Сочетаниями из   n  элементов по   m   в каждом называются такие      соединения, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.

   Число сочетаний из  n  элементов по   m   обозначается   [image: image1649.png]


. Оно находится по формуле:   [image: image1651.png]P |8y



    (1.6), которую можно записать также в виде   [image: image1653.png]cr=

perrom—



                     (1.7)

или


 [image: image1655.png]


                                                                     (1.8)

   Кроме того, при решении задач используется следующие формулы, выражающие основные свойства сочетаний:
[image: image1657.png]Cm=Cr™ (0<m<n



)                                        (1.9)

(по определению полагают 
[image: image1659.png]


);

[image: image1661.png]C™ + ¥l = cmtt



    (1.10)

2.   Примеры решения задач. 

2.1. Найти число размещений: 1) из 10 элементов по 4; 2) из n+1 элементов по n-2.


Согласно формуле (1.1), получим:


1) [image: image1663.png]4
A%

0%9%8%7

5040





2) [image: image1665.png]A2 =m+4)n+3) . [nts4—-n—-2-1)]=n+4)(n+3)..8%7




2.2. Решить уравнение [image: image1667.png]


 


Используя формулу (1.1), перепишем уравнение в виде:

         [image: image1669.png]n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) =30(n—2)(n—3)(n—75)




Учитывая, что n≥6, разделим обе его части на (n-2)(n-3)(n-4); далее имеем: 

[image: image1670.png](n(n—1) =30(n—5)) & (n* — 31n + 150 = 0) & (n, = 6;n, = 25)




2.3.Составить всевозможные перестановки из элементов: 1) 1; 2) 5,6; 3) a,b,c.

1)   (1);[image: image1672.png]


;

2)   (5, 6); (6, 5); [image: image1674.png]


 2=2;

3)   (a, b, c); (a, c, b); (b, a, c); (c, a, b); (c, b, a);  [image: image1676.png]



2.3. Вычислить значение выражений: 1) 5!+6!; 2) [image: image1678.png]



1)   5!+6!=5 4 3 2 1 +6 5 4 3 2 1=120+720=840;

2)   [image: image1680.png]52¢51450!
—or

= 5251 = 2652




2.4. Вычислить: 1) [image: image1682.png]c3;2) ¢t + c?.




Согласно формуле (1.7), получим:

1)   [image: image1684.png]13 __ 15! 15¢14413!

CE e = 1o~ 15%7 = 105;




2)[image: image1686.png]ci+cd=

& EeSedt
4l(e—4)! +1 4241

+1=15+1=16




2.5. Решить систему уравнений:

[image: image1687.png]{c: =
Cc2=66




Решим второе уравнение:

([image: image1689.png]C2=66 (x2—x—132

—11,x, = 12).




Так как   x>2,  то   [image: image1691.png]—11



   не удовлетворяет условию задачи.

Подставив   x=12 в первое уравнение системы, получим [image: image1693.png]


 Используя формулу (1.9) имеем [image: image1695.png]12- 12- +2
"4 = €27 Torga €27 = €? u cregorarensso,



 12-y=y+2, откуда y=5.

Итак, получаем ответ: x=12, y=5.

3.   Выполните задания.

3.2. найдите число размещений: 1) [image: image1697.png]



3.3. Вычислите: 1) [image: image1699.png]43+ 42 + A% 2) A
A+ a52) A5 4 at et



 

3.4. 30 учащихся обменялись друг с другом фотокарточками. Сколько всего было роздано фотокарточек?

3.5. Сколькими способами из восьми кандидатов можно выбрать три лица на три должности?

3.6. Вычислите значения следующих выражений: 1) [image: image1701.png]


 6!(7!-3!).

3.7. Сократите дроби: 1) [image: image1703.png]



3.8. Сколько нужно взять элементов, чтобы число всех перестановок из этих элементов: 1) не превышало 100; 2) было меньше 200?

3.9. Сколькими способами можно составить список из 10 человек?   

3.10.

Сколькими способами можно распределить 12 классных комнат под 12 учебных кабинетов?

3.11.

Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4,5 без  повторений?

3.12.

Сколькими способами можно рассадить 7 человек по 7 местам?

4. Контрольные вопросы.

4.2. Понятие о комбинаторике.

4.3. n! (вычисление).

4.4. Определение размещения, перестановки, сочетания и формулы для их вычисления.   
                                         Практическая работа 

“Решение задач на определение вероятности случайных событий”

Цель работы: уметь определять случайные события и вычислять их вероятность.

1. Теория.

1.1. Случайные события. Изучение каждого явления в порядке наблюдения или

производства опыта связанно с осуществлением некоторого комплекса условий

(испытаний). Всякий результат или исход испытания называется событием.

Если событие при заданных условиях может произойти или не произойти, то оно

называется случайным. В том случае, когда событие должно непременно произойти,

его называют достоверным, а в том случае, когда оно заведомо не может произойти-

невозможным.

События называются несовместными, если каждый раз возможно появление

только одного из них. События называют совместными, если данных условиях

появление одного из этих событий не исключает появление другого при том же

испытании.

События называют противоположными, если в условиях испытания они,

являясь единственными исходами, несовместны.

Вероятность события рассматривается как мера объективной возможности

Появление случайного события.

1.2. Классическое определение вероятности. Вероятностью события А называется

отношение числа исходов  m  , благоприятствующих наступления данного

события А, к числу  n  всех исходов (несовместных, единственно возможных и

равновозможных), т.е.    
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Вероятность любого события не может быть меньше нуля и больше единицы, т.е.
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 Невозможному событию соответствует вероятность
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достоверному – вероятность 
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2. Примеры решения задач.

2.1. В лотерее из 1000 билетов имеются 200 выигрышных. Вынимают один

билет. Чему равна вероятность того, что этот билет выигрышный?

Общее число возможных исходов есть n=1000. Число исходов,

благоприятствующих получению выигрыша, составляет m=200. Согласно

формуле(2.1), получим 
[image: image1708.wmf].
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2.2. Из урны, в которой находится 5 белых и 3 чёрных шара, вынимают один шар.

Найти вероятность того, что окажется чёрным.

Обозначим событие, состоящее в появлении черного шара, через А. Общее число

случаев 
[image: image1709.wmf].
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 Число случаев  т, благоприятствующих появлению события

А. равно 3. По формуле (2.1) получим 
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2.3. Из урны, в которой находиться 12 белых и 8 чёрных шаров, вынимают на удачу 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся чёрными?

Обозначим событие, состоящие в появлении двух чёрных шаров, через А. Общее

число возможных случаев  п  равно числу сочетаний из 20 элементов (12+8) по

два:  
[image: image1711.wmf].
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 Число случаев   т, благоприятствующих событию

А, составляет  
[image: image1712.wmf].
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 По формуле (2.1) находим вероятность

Появления двух чёрных шаров: 
[image: image1713.wmf].
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2.4. В партии из 18 деталей находиться 4 бракованных. Наугад выбирают 5 деталей.

Найти вероятность того, что из этих 5 деталей 2окажутся  бракованными.

Число всех равновозможных независимых исходов  п  равно числу сочетаний из 18

По 5, т.е.   
[image: image1714.wmf]8568
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Подсчитаем число исходов  т, благоприятствующих событию А. среди 5

взятых наугад деталей должно быть 3 качественных деталей из 14 имеющихся

способов выборки двух бракованных деталей из 4 имеющихся бракованных равно

числу сочетаний из 4 по 2.   
[image: image1715.wmf].

6

2

1

3

4

2

4

=

×

×

=

C


Число способов выборки трех качественных деталей из 14 имеющихся

качественно равно   
[image: image1716.wmf].
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Любая группа качественных деталей может комбинироваться с любой группой

бракованных деталей, поэтому общее число комбинаций  т  составляет


[image: image1717.wmf].
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Искомая вероятность события  А  равна отношению числа исходов  т,

благоприятствующих этому событию, к числу  п  всех равновозможных

независимых исходов:   
[image: image1718.wmf].
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3. Выполните задание.

3.1 .В ящике с деталями оказалось 300 деталей I сорта, 200 деталей II сорта и 50

деталей III сорта. Наудачу вынимают одну из деталей. Чему равна вероятность

вынуть деталь I, II и III сорта?

3.2 .В урне находиться 20 белых и 15 чёрных шаров. Наудачу вынимают один шар,

который оказался белым, и откладывают его в сторону. После этого берут ещё

один шар. Найдите вероятность того, что этот шар также окажется белым.

3.3. В урне находится 7 белых и 5 чёрных шаров. Найдите вероятность того, что: 1)

наудачу вынутый шар окажется чёрным; 2) два наудачу вынутых шара окажутся

черными.

3.4. Считая выпадение любой грани игральной кости одинаково вероятным, найдите

вероятность выпадения грани с нечётным числом очков.

3.5. В коробке имеются 30 лотерейных билетов, из которых 26 пустых (без

выигрышей). Наугад вынимают одновременно 4 билета. Найдите вероятность

того, что из 4 билетов два окажутся выигрышными.

3.6 Какова вероятность того, что при однократном подбрасывании игрального кубика выпадет: а) четное число очков; б) нечетное число очков г) однозначное d) двухзначное.

3.7 Трехзначное число образовано из цифр 1,2,3,4,5. Какова вероятность того что это число будет четное? 

3.8 На полке лежат 12 учебников, из них 7 по математике. студент берет наудачу  5 учебников. Какова вероятность того, что взяты учебники по математике?

3.9 Из 15 билетов выигрышными является 4. Какова вероятность того, что среди 6 билетов, взятых наудачу, 2 выигрышных?

3.10 В классе 15 мальчиков и 25 девочек Выбирают 5 учеников для дежурства. Какова вероятность того что среди них окажется 2 девочке.

4. Контрольные вопросы.

4.1. Определение события, случайного события, достоверного события, невозможного

события.

4.2. События несовместные; противоположные.

4.3. Определение вероятности случайного события.

                                     ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА .
Тема: Решение задач на вычисление вероятности, используя основные теоремы теории вероятности
Цель: работы: уметь применять теоремы сложения и умножения вероятности к вычислению вероятности случайной величины.

1. Теория.

1.1
Теорема сложения вероятностей.

•
Теорема сложения вероятностей несовместных событий. Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А +B) =Р(A)+Р(В)




(3.1)
Р(А1+А2+...+Аn)=Р(А1) +Р(А2+…+Р(Аn)




(3.2)
•
Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:

Р(А+В+С)=P(А)+Р(В)-Р(АВ)




(3.3)
Для трех совместных событий имеет место формула
Р(А+В+С)=Р(А)+Р(В)+Р(С)-Р(АВ)-Р(АС)-Р(ВС)+Р(АВС)




(3.4)
Событие, противоположное событию А (т.е. ненаступление события А),
обозначают 
[image: image1719.wmf]A

 Сумма вероятностей двух противоположных событий равна
единице:
Р(А)+Р(
[image: image1720.wmf]A

)=1



(3.5)
Вероятность наступления события А, вычисленная в предложении, что событие В уже произошло, называется условной вероятностью события А при условии В и обозначается РB(А) или Р(А/В).
Если А и В - независимые события, то    Р(В)-РA(В)=РA(В)




(3.6)
События А, В, С - называются независимыми в совокупности, если вероятность каждого из них не меняется в связи с наступлением или ненаступлением других событий по отдельности или в любой их комбинации.
1.2
Теоремы умножения вероятностей.

•
Теорема умножения вероятностей независимых событий. Вероятность
совместного появления двух независимых событий равна произведению
вероятности этих событий:     Р(АВ)=Р(А) Р(В)



(3.7)
Вероятность появления нескольких событий, независимых в совокупности,
вычисляются по формуле:     
[image: image1721.wmf])
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(3.8)
•  Теорема умножения вероятностей зависимых событий. Вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению одного из них на условную вероятность второго:

Р(АВ)=Р(А) РА(В)=Р(В) РВ(А)


(3.9)
1.3
Формула полной вероятности. Формула Байеса.

Пусть события (гипотезы) В1, В2, …, Вn образуют полную группу событий и при наступлении каждого из них, например, Bj , событие А может наступить с некоторой условной вероятностью    РBj (А). Тогда вероятность наступления события А равна сумме произведений вероятностей каждого из гипотез на соответствующую условную вероятность события А: Р(А) = Р(B1)·PB1
(A)+P(B2)·PB2(A)+…+P(Bn)·PBn(A)


(3.10)
где Р(В1)+Р(В2)+...+Р(Вn)=1
Формула (3.10) называется формулой полной вероятности.
Пусть событие А может наступить лишь при условии появления одного из несовместных  событий (гипотез) B1,B2 …,   Вn, которые образуют полную группу событий. Если событие А уже произошло, то вероятность гипотез могут быть переоценены по формуле Байеса (формуле вероятности гипотез):
       
[image: image1722.wmf])
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(3.11)
где PA(Bj) - вероятность каждой из гипотез после испытания, в результате которого наступило событие А; РB (А) - условная вероятность события А после наступления события Bj, а Р(А) находится по формуле полной вероятности (3.10). 
1.4 Повторение испытаний. Формула Бернулли.
Если производятся испытания, при которых вероятность появления события А в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события А.
Вероятность того, что в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события А равна р (где 0<p<1), событие А наступит ровно k раз (безразлично, в какой последовательности), находится по формуле Бернулли:
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(3.12)
2. Примеры решения задач.

2.1 В ящике в случайном порядке разложены 20 деталей, причем 5 из них стандартные.
Рабочий берет наудачу три детали. Найти вероятность того, что, по крайней мере,
одна из взятых деталей окажется стандартной (событие А).
I способ. Очевидно,  что,  по крайней мере,  одна из взятых деталей окажется стандартной, если произойдет любое из трех несовместных событий: В - одна деталь стандартная,  две нестандартные; С - две детали стандартные, одна нестандартная и D- три детали стандартные.

Таким образом, событие А можно представить в виде суммы этих трех событий: A=B+C+D. По теореме сложения имеем P(A)=P(B)+P(C)+P(D). Находим вероятность каждого из этих событий:

[image: image1724.wmf]114
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Сложив найденные величины, получим: P(A)=
[image: image1725.wmf]601
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II способ. События А (хотя бы одна из трех взятых деталей оказалась стандартной) и   
[image: image1726.wmf]A

 (ни   одна   из   взятых   деталей   не   оказалась   стандартной)   являются противоположными; поэтому Р(А)+Р(
[image: image1727.wmf]A

)=1 или Р(А)=1-P(
[image: image1728.wmf]A

)Вероятность появления события А составляет
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Следовательно, искомая вероятность есть Р(А)=1-Р(
[image: image1730.wmf]A

)=1-91/228=137/228=0,601. 
2.2 Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно. 
Пусть А - событие, состоящее в том, что наудачу взятое число кратно 3, а В - в том, что оно кратно 5. Найдем Р(А+В). Так как А и В совместные события, то воспользуемся формулой (3.3): Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ).
Всего имеется 90 двузначных чисел: 10, 11, 98, 99. Из них 30 являются кратными 3 (благоприятствуют наступлению события А); 18 - кратными 5 (благоприятствуют наступлению события В) и 6 - кратными одновременно 3 и 5 (благоприятствуют наступлению события АВ), Таким образом, Р(А) =30/90=1/3, Р(В)=18/90=1/5, Р(АВ)=6/90=1/15, т.е. Р(А+В)=1/3+1/5-1/15=7/15=0,467.
2.3
 В одной урне находятся 4 белых и 8 черных шаров, в другой - 3 белых и 9 черных.
Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба шара окажутся
белыми.
Пусть А - появление белого шара из первой урны, а В - появление белого шара из второй урны. Очевидно, что событие А и В независимы. Найдем Р(А)=4/12=1/3, Р(В)=3/12=1/4. По формуле (3.7) получим Р(АВ)=Р(А) Р(В)=(1/3) (1/4)=1/12=0,083.
2.4 В ящике находится 12 деталей, из которых 8 стандартных. Рабочий берет наудачу
одну за другой две детали. Найти вероятность того, что обе детали окажутся
стандартными.
Введем следующие обозначения: А - первая взятая деталь стандартная; В - вторая взятая деталь стандартная. Вероятность того, что первая деталь стандартная, составляет Р(А)=8/12=2/3. Вероятность того, что вторая взятая деталь окажется стандартной при условии, что была стандартной первая деталь, т.е. условная вероятность события В, равна РА(В) = 7/1 1.
Вероятность того, что обе детали окажутся стандартными, находим по теореме умножения вероятности зависимых событий: Р(АВ)=Р(А) РА(В)=(2/3) (7/11)=14/33=0,424.
2.5 На склад поступили детали с трех станков. На первом станке изготовлено 40%
деталей от их общего количества, на втором - 35% и на третьем - 25%, причем на
первом станке было изготовлено 90% деталей первого сорта, на втором - 80% и на
третьем - 70%. Какова вероятность того, что взятая наугад деталь окажется
первого сорта?
Введем следующие обозначения: B1 - деталь изготовлена на первом станке, В2 - на втором станке и В3 - на третьем станке; событие А - деталь оказалась первого сорта. Из условия следует, что P(B1)=0,4, Р(В2)=0,35, Р(В3)=0,25,  РВ1(А) = 0,9,
PB2 (А) = 0,8 и РВ 3(А) = 0,7. Следовательно,

Р(А) = Р(В1) • PВ1 (А) + Р(В2) • РВ2 (А) + Р(В3) • РВ3(А) = 0,4 • 0,9 + 0,35 • 0,8 + 0,25 • 0,7 = 0,815
2.6 В первом ящике имеются 8 белых и 6 черных шаров, а во втором - 10 белых и 4 черных. Наугад выбирают ящик и шар. Известно, что вынутый шар - черный. Найти вероятность того, что был выбран первый ящик. 
Введем обозначения: В1 - был выбран первый ящик, В2 - был выбран второй ящик; А -при проведении двух последовательных испытаний выбора ящика и выбора шара был вынут черный шар. Тогда Р(В1)=1/2, Р(В2)=1/2. Вероятность извлечения черного шара после того, как выбран первый ящик, составляет РВ1(А) = 6/14 = 3/7. Вероятность извлечения черного шара после того, как был выбран второй ящик, равна РВ2(А) = 4/14 = 2/7. По формуле полной вероятности находим вероятность того, что вынутый шар оказался черным:

Р(А) = Р(В1)·РВ1(А) + Р(В2)·РВ2(А) = (1/2)·(3/7) + (1/2)·(2/7) = 5/14
Искомая вероятность того, что черный шар был вынут из первого ящика, вычисляется по формуле Байеса:
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2.7 Вероятность попадания в цель при одном выстреле составляет р=0,8. Найти
вероятность четырех попаданий при шести выстрелах. 
Здесь n=6, k=4, р=0.8, q=0.2. По формуле Бернулли находим:
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3.
Выполните задания.
3.1  В ящике в случайном порядке положены 10 деталей, из которых 4 стандартных. Контролер взял наудачу 3 детали. Найдите вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей оказалась стандартной.
3.2  В урне находятся 10 белых, 15 черных, 20 синих и 25 красных шаров. Найдите вероятность того, что вынутый шар окажется: 1) белым; 2) черным или красным.
3.3  Рабочий обслуживает два автомата, работающих независимо друг от друга. Вероятность того, что в течение часа первый автомат не потребует внимания рабочего, равна 0,8, а для второго автомата эта вероятность равна 0,7. Найдите вероятность того, что в течение часа ни один из автоматов не потребует внимание рабочего.
3.4  В урне находятся 10 белых и 6 черных шаров. Найдите вероятность того, что три наудачу вынутых один за другим шара окажутся черными.
3.5  В ящике сложены детали: 16 деталей с первого участка, 24 - со второго и 20 - с третьего. Вероятность того, что деталь, изготовленная на втором участке, отличного качества равна 0,6, а для деталей, изготовленных на первом и третьем участках, вероятность равно 0,8. Найдите вероятность того, что наудачу извлеченная деталь окажется отличного качества.
3.6  На двух автоматах производятся одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата в трое больше производительности второго. Первый автомат в среднем производит 80% деталей первого сорта, а второй - 90%. Взятая наудачу с конвейера деталь оказалась первого сорта. Найдите вероятность того, что эта деталь произведена первым автоматом.
3.7  Вероятность попадания в цель при одном выстреле составляет 0,8. Найдите вероятность трех попаданий при четырех выстрелах.
3.8  Всхожесть семян оценивается вероятностью 0,8. Какова вероятность того, что из пяти посеянных семян взойдет три?
4.
Контрольные вопросы.

4.1 Совместные и несовместные события.
4.2 Зависимые и независимые события.
4.3 Формула полной вероятности.
4.4 Повторение испытаний. Формула Бернулли.
Практическая работа
Тема: Нахождение математического ожидания, дисперсии и среднего квадратного отклонения дискретной случайной величины
Цель: уметь находить математическое ожидание и дисперсию распределения случайной величины.
1. Теория.

1.1 Закон распределения случайной величины. Под случайной величиной, связанной с некоторым опытом, понимается всякая величина, которая при осуществлении этого опыта принимает то или иное числовое значение. Для полной характеристики случайной величины необходимо, прежде всего, знать те значения, которые она может принимать. Но этого, разумеется, недостаточно. Помимо этого нужно знать, с какой вероятностью случайная величина принимает то, или иное значение.

Будем обозначать случайную величину буквой X, ее значения буквами  x1, x2,…, xn,  а соответствующие вероятности, с которыми эти значения принимаются, буквами р1 , р2  ,…, рn
Если для случайной величины X известны все значения x1, x2,…, xn,   которые она может принимать, и все вероятности р1 , р2  ,…, рn  с которыми эти значения принимаются, то говорят, что задан закон распределения случайной величины X или просто распределение величины X.
Закон распределения удобно записывать в виде следующей таблицы.

	x1ч x1
	x2x x2
	x3
	…
	xk
	…
	xn

	p1
	p2
	p3
	…
	pk
	…
	pn


В первой строке таблицы записываются все значения случайной величины, а под ними, во второй строке, соответствующие вероятности.

1.2
Математическое ожидание случайной величины.

Определение. Математическим ожиданием случайной величины называется число, равное сумме произведений всех значений случайной величины на вероятность этих значений.

Математическое ожидание случайной величины X обозначается через MX. Если случайная величина X принимает значения x1, x2,…, xn соответственно с вероятностями  р1 , р2  ,…, рn то согласно определению
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Математическое ожидание является важнейшей числовой характеристикой случайной величины. Часто математическое ожидание называют средним значением случайной величины, так как оно указывает некоторое «среднее число», около которого группируются все значения случайной величины.

1.3
Дисперсия случайной величины. Другой важной числовой характеристикой случайной величины X является ее дисперсия. Дисперсия X обозначается через DX и определяется следующим образом.

Определение. Дисперсией случайной величины X называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины X от ее математического ожидания, т.е.
DX=M(X-MX)2
2. Примеры решения задач.

2.1. Пусть случайная величина X - число очков, выпавших при подбрасывании игральной кости. Найти закон распределения.

Случайная   величина  X  принимает   значения   x1=1, x2 =2,…, x6 =6 c
вероятностями р1 =р2  =…= р6 Поэтому закон распределения задается таблицей:
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


2.2. По мишени производится три выстрела, причем вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,8. Рассматривается случайная величина X -число попаданий в мишень. Найти ее закон распределения. 

Случайная величина X может принимать следующие значения: x1=0, x2 =1, x3=2, x4 =3  . Для определения соответствующих вероятностей проще всего поступить так: составить производящий многочлен (0,2+0,8х)3и записать его разложение   0,23+3· 0,22 ·0,8х+3 ·0,2· 0,8 2х2+0,8 3х3.
Как известно, коэффициент при х k (к=0,1,2,3) дает вероятность того, что

случайная величина X принимает значение, равное k. Итак,

Р1=0,23=0,008
Р2=3 ·0,22 ·0,8=0,096
Р3=3· 0,2· 0,82=0,384
Р4=0,83=0,512
Таким образом,закон распределения случайной величины Х имеет вид:

	0
	1
	2
	3

	0,008
	0,096
	0,384
	0,512


2.3.
Найти   математическое   ожидание   числа   очков,   выпадающих   при
подбрасывании игральной кости.

Распределение данной случайной величины X найдено в примере (2.1) По формуле (4.1) находим:
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2.4.
Найти математическое ожидание числа появлений события А в серии из n
независимых опытов, в каждом из которых А наступает с вероятностью р.

Вероятность того, что случайная величина X примет значение k, равна
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Следовательно, по формуле (4.1)  [image: image1736.wmf]å
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Для упрощения полученного выражения воспользуемся тождеством: 
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Продифференцируем по переменной х обе части этого тождества. Тогда получим:    
[image: image1738.wmf]å
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Отсюда при х=1, учитывая, что p+q=1, найдём 
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(4.2)
Таким образом, математическое ожидание числа появлений события А в серии из п независимых опытов, в каждом из которых А наступает с вероятностью р, равно произведению числа п всех опытов на вероятность р наступления события в отдельном опыте.

Другими словами, математическое ожидание случайной величины, распределенной по биномиальному закону с параметрами пир, равно произведение пр.

2.5. Найти математическое ожидание числа бракованных изделий в партии из 10000 изделий, если каждое изделие может оказаться бракованным с вероятностью 0,005.

Число бракованных изделий - это случайная величина X, распределенная по

биномиальному закону. Поэтому по формуле (4.2) находим

МХ= 10000 0,005=50.
	-1
	1

	1/2
	1/2

	и

	-2
	1

	1/2
	1/2


Найти DX   и   DY.

Вычисляем сначала математические ожидания.
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Теперь, используя формулу [image: image1742.wmf]å
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  (4.3) находим дисперсии.
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2.1. Законы распределения случайных величин X и Y заданы таблицами:

	-2
	-1
	1
	2

	1/6
	1/3
	1/3
	1/6

	-2
	-1
	1
	2

	1/4
	1/4
	1/4
	1/4


Найти DX и DY.

Вычисляем математические ожидания: 
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По формуле (4.3) находим дисперсии:
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3. Выполните задания.

	0
	1/2
	10
	π

	0,1
	0,5
	0,1
	0,3

	

	1
	2
	3
	4

	0
	0,4
	0,2
	0,3


3.1. Может ли распределение какой-либо случайной величины задаваться таблицей, 

а)

б)

3.2.Монета подбрасывается три раза. Рассматривается случайная величина X -число появлений герба. Найдите распределение случайной величины X. 

3.3. Производится три независимых опыта, в каждом из которых событие А появляется с вероятностью 0,4. Рассматривается случайная величина X - частота появления события А в трех опытах. Найдите закон распределения случайной величины X.

3.4. Случайная величина Х имеет следующий закон распределения:

	1
	2
	3

	0,3
	0,2
	0,5


Найдите MX и DX.

3.5. Случайная величина Х распределена по закону:

	2
	4
	6
	8
	10

	1/4
	1/8
	1/4
	1/8
	¼


Найдите MX и DX.

3.6. Найдите MX и DX для случайной величины X, рассмотренной:

а) в упражнении 3.2.;

б)в упражнении 3.3.

3.7.
Из урны, содержащей 2 белых и 3 черных шара, наугад вынимаются два
шара. Найдите MX и DX, если X - число вынутых белых шаров.

4. Контрольные вопросы. 
4.5.Случайные величины и закон распределения. 

4.6.Математическое ожидание случайной величины. 

4.7.Дисперсия случайной величины
                                                           Раздел 6

                                     Практическая работа.
Тема: Приближенное вычисление интегралов.

Цель: Уметь приближённо вычислять значения определённых интегралов по формулам прямоугольников, трапеций и формулам Симпсона.

1. Теория.
1.1. При вычислении определённого интеграла [image: image1748.png]i
65}
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 – непрерывная функция на отрезке [a;b], иногда удаётся воспользоваться формулой Ньютона-     Лейбница:
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 EMBED Equation.DSMT4 
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 – одна из первообразных функций [image: image1758.png]f(x)
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 EMBED Equation.DSMT4 
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Однако даже в тех случаях, когда первообразную функцию удается явно найти в аналитической форме, не всегда удаётся довести до числового ответа значение определённого интеграла. В этих случаях формула Ньютона-Лейбница не может быть применена и интеграл вычисляется с помощью приближенных методов.


В связи с все развивающимся применением вычислительных машин приближённые методы вычисления определённых интегралов получили широкое применение.


Наиболее универсальными методами приближённых вычислений определённых интегралов являются методы численного интегрирования, которые удобны и при использовании вычислительных машин.


При помощи формул численного интегрирования находят приближённое значение определённого интеграла по известным значениям функции в некоторых точках промежутка интегрирования.
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Рис. 1


Для геометрической интерпретации некоторых наиболее употребляемых формул такого рода будем считать подынтегральную функцию
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неотрицательной на промежутке интегрирования 
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Пусть требуется вычислить 
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Разобьем промежуток интегрирования 
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Обозначим значение функции
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 в точках деления 
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Величина 
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С п о с о б  п р я м о у г о л ь н и к о в. В каждом из промежутков 
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 постоянной и равной её значению либо на левом конце промежутка 
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 (рис. 1).


Через точки проведем ординаты 
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и разобьём криволинейную трапецию на полосы. Каждую полосу заменим прямоугольником с высотой 
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) и с основанием 
[image: image1779.wmf]1

(, )

ii

xx

-

. Сумма площадей таких прямоугольников приближённо равна площади криволинейной трапеции.


Приняв за высоту каждого прямоугольника левую ординату, получим
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Таким образом,
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Если за высоту каждого прямоугольника примем правую ординату, то формула примет вид                       
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Полученные формулы  называют формулами  прямоугольников.

С геометрической точки зрения при вычислении ин​теграла по формулам прямоугольников график функции 
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заменяется приближенно одной из ступенчатых ломаных и величина площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой
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 равна ему.

Дадим оценку погрешности формулы прямоугольни​ков. Пусть 
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Тогда площадь 
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Погрешность S при замене криволинейной трапеции фигурой, состоящей из прямоугольников, будет удовлетворять условию
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Предположим дополнительно, что на 
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 существует
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С п о с о б  т р а п е ц и й. Заменим полосы, на которые разделена криволинейная трапеция, не прямоугольниками, как в способе прямоугольников, а прямоугольными трапециями (рис 2)
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Рис. 2

интеграла среднее арифметическое правых частей приближённых формул (1) и (2), полученных в способе прямоугольников, будем иметь
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Левая часть формулы (5) выражает площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой 
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. Первая часть этой формулы, которую можно записать и так:
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представляет собой сумму площадей прямолинейных трапеций с основаниями 
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В этом случае мы заменили площадь криволинейной трапеции приближённо площадью фигуры, состоящей из прямолинейных трапеций. При 
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 правая часть формулы трапеций имеет своим пределом точное значение интеграла.

При одном и том же значении n формула трапеций обычно даёт лучшее приближение, чем формулы прямоугольников.

Предположив дополнительно, что 
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Мы здесь не будем проводить это доказательство.

С п о с о б   п а р а б о л (ф о р м у л а   С и м п с о н а). Вы​ведем предварительно формулу для площади криволинейной трапеции, образованной осью 
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Вычислим точное значение площади Р этой трапеции:
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Выразим площадь P через значения ординат 
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Сложим все три равенства, предварительно умножив второе равенство на 4:
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Сравнивая формулы (8) и (9), получим

                                            
[image: image1828.wmf]01/21

[4]

6

h

Pyyy

=++

.                                            (10)

Эта формула называется малой формулой Симпсона.


Так как в формуле (10) участвуют только значения y в начальной, средней и конечной точках промежутка, то она оказывается справедливой и для любого отрезка 
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Замену переменной по формуле 
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Воспользуемся полученным выводом для вычисления площади криволинейной трапеции. Разобьём промежуток 
[image: image1838.wmf][,]
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и построим ординаты 
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в точках деления. Обозначим данной кривой 
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точку с координатами 
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 (рис. 3). Заменим кривую 
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 параболами, проведёнными через каждые три соседние точки этой кривой. Длину каждой пары участков обозначим через 
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 мы получим площадь «параболической трапеции» 

                 Рис. (3)                               вместо площади исходной криволинейной трапеции. Складывая выражения для этих площадей, получаем
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Вспоминая, что  
[image: image1848.wmf]2  (/2)
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, и сгруппировав слагаемые, получим формулу для приближенного вычисления площади криволинейной трапеции
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Эта формула называется формулой парабол (большой формулой Симпсона).


Без доказательства отметим, что в предположении, что 
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существует на 
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Заметим, что обычно при одном и том же выборе 
[image: image1858.wmf]n

 формула парабол даёт более точный результат, чем формулы прямоугольников и трапеций.


Отметим наконец, что условие 
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 отнюдь не является обязательным для применимости выведенных формул. Все эти формулы остаться в силе и в тех случаях, когда 
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 в некоторых или даже во всех точках 
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 оказываться отрицательной. Мы здесь примем это утверждение без доказательства.

Пример 2.1. Вычислить точное и приближённое (по формулам прямоугольников, трапеций и параболической формуле) значение интеграла
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Р е ш е н и е. Находим точное значение интеграла по формуле Ньютона- Лейбница
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Разделим отрезок на четыре равные части; тогда
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Находим соответствующие значения функции
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Вычислим приближенное значение интеграла по формулам прямоугольников:
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  (в данном случае с недостатком),
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  (в данном случае с избытком),
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  (с недостатком),
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  (с избытком).

В каждом из вычислений допущена большая относительная погрешность:
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Чтобы повысить точность вычисления, надо промежуток 
[image: image1872.wmf][,]

ab

разделить на большее число точек деления.


Вычислим приближенное значение интеграла по формуле трапеций:
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При вычислении допущена погрешность:
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Вычислим приближённое значение интеграла по параболической формуле:
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Приближённое значение здесь совпадает с точным (график подынтегральной функции- парабола).

2. Упражнения для самостоятельной работы.
1. Вычислить по формуле прямоугольников следующие определённые интегралы:
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Вычислить по формуле трапеций следующие интегралы:
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2. Вычислить по формуле парабол с точностью до 0,001 следующие определённые интегралы:
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3. Контрольные вопросы.

1. В чем сущность численных методов.

2. Почему формула Ньютона- Лейбница может оказаться непригодной для реального вычисления определённого интеграла. 

3. Чем объясняется название формулы прямоугольников (трапеций, парабол).

4. В чем выражается преимущества формулы Симпсона перед формулой трапеций.  


[image: image1879.wmf]Практическая работа

Тема: Нахождение производных функций в точке Х по заданной таблично функции 
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 методом численного дифференцирования.

Цель: Знать интерполяционные формулы Ньютона и уметь их применять для нахождения приближенного значения производной функции в точке.

1. Теория

1.1 Постановка задачи интерполирования функций.

Предположим, что в результате некоторого эксперимента для конечного набора значений xi величина x на отрезке [a, b]

a=x0<x1<x2...<xi...<xn =b
получен набор значений y величины y (записаны в таблицу)

	x0
	x1
	x2
	.......
	xi
	.......
	xn

	y0
	x1
	y2
	
	yi
	
	xn


Точки 
[image: image1881.wmf]01n
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в этом случае называются узлами. Если расстояние 
[image: image1882.wmf]i1i
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является постоянным (т.е. независящим от i), то сетка значений, представленная таблицей, называется равномерной.


Если допустить, что между x и y существует функциональная зависимость y(x);(y=F(x)) можно поставить вопрос о поиске аналитического представления функции F.


Пусть x – любой из узлов xi интервала [a;b]. Тогда другие узлы могут быть вычислены по формуле

x+k·h, где k=0;±1; ±2.

Приближенное вычисление производной формулы y=F(x)
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в узле x по значениям формулы в узлах y(x+k·h) называется численным дифференцированием.

Задачу построения приближающей функции в общем смысле называют аппроксимацией.

1.2. Интерполяционные формулы 

1. Интерполяционный многочлен Лагранжа.

Организация вычислений по формуле Лагранжа


Пусть функция F(x) задана табл. 1.1. Построим многочлен Ln(x), степень которого не выше, чем n, и для которого выполнены условия интерполяции:

                                  Ln(x0)=y0; Ln(x1)=y1, ...., Ln(xn)=yn.


(1)

Будем искать Ln(x) в виде

                                   Ln(x)=l0(x)+l1(x)+ ....+ ln(x),



 (2)

Где li(x) – многочлен степени n, причем
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                                    (3)        

Очевидно, что требование (3) с учетом (2) вполне обеспечивает выполнение условий (1)


Многочлены li(x) составим следующим образом:
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Где C – коэффициент, значение которого найдём из первой части условия (3)  
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 (заметим, что не один множитель в знаменателе не равен 0).

Подставим Ci в (4) и далее с учетом (2) окончательно имеем 
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                (5)


Это и есть интерполяционный многочлен Лагранжа. По таблице исходной функции F формула (5) позволяет довольно просто составить «внешний вид» многочлена.

Пример 1.1. Построим интерполяционный многочлен Лагранжа для функции, заданной таблицей значений:

	x
	1
	3
	4

	f(x)
	12
	4
	6


Из таблицы следует, что n=2 (т.е степень многочлена будет не выше 2); здесь x0=1, x1=3, x2=4. Используя формулу (5), получаем 


[image: image1889.wmf]2

2222

(3)(4)(1)(4)(1)(3)

()1246

(13)(14)(31)(34)(41)(43)

2(712)2(54)2(43)21222.

xxxxxx

Lx

xxxxxxxx

------

=++=

------

=-+--++-+=-+


Формула Лагранжа 
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          (6)

Непосредственное применение формулы Лагранжа приводит к большому числу однотипных вычислений. Организация вычислений существенно улучшается, если пользоваться специальной вычислительной схемой.

В табл. 1.2. показано построение такой схемы для 4-х узлов(i=0,1,2,3). Таблица составляется заново для каждого нового значения аугмента x. 

Заполнение таблицы начинается с того, что вычисляются и заносятся в соответствующие клетки все элементарные разности (см. табл. 1.2). Вслед за этим вычисляются произведения Pi разностей по строкам:
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Таблица 1.2

	x
	x0
	x1
	x2
	x3
	Pi
	yi
	yi/Pi

	x0
	x-x0
	x0-x1
	x0-x2
	x0-x3
	
	
	

	x1
	x1-x0
	x-x1
	x1-x2
	x1-x3
	
	
	

	x2
	x2-x0
	x2-x1
	x-x2
	x2-x3
	
	
	

	x3
	x3-x0
	x3-x1
	x3-x2
	x-x3
	
	
	

	
	
[image: image1892.wmf](/)
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Использованное в табл. 1.2 обозначение Pi – это знаменатель в формуле Лагранжа (6), т.е.
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С учетом этого обозначения формула Лагранжа имеет вид 
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Все необходимые значения последовательно получаться в таблице. Сумма S образуется сложением элементов последнего столбца. Для получения окончательного значения Ln(x) достаточно умножить S  на произведение 
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 (произведение диагональных разностей таблицы). 

Пример 1.2. Имеется таблица значений некоторой функции:

	X
	0,41
	1,55
	2,67
	3,84

	f(x)
	2,63
	3,75
	4,87
	5,03



Требуется получить значение этой функции в точке x=1,91, пользуясь интерполяционным многочленом Лагранжа.


Вычисления приведены в табл. 1.3. Для нахождения окончательного результата сумма значений последнего столбца умножается на произведение диагональных разностей: 
[image: image1896.wmf](1.91)0,7925,2414,15.
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Таблица 1.3
	x=1,91
	x0
	x1
	x2
	x3
	Pi
	yi
	yi/Pi

	x0
	1,50
	-1,14
	-2,26
	-3,43
	-13,26
	2,63
	-0,198

	x1
	1,14
	0,36
	-1,12
	-2,29
	1,05
	3,75
	3,561

	x2
	2,26
	1,12
	-0,76
	-1,17
	2,25
	4,87
	2,163

	x3
	3,43
	2,29
	1,17
	-1,93
	-17,74
	5,03
	-0,284

	

	5,242


2. Упражнение для самостоятельной работы. 
2.1 Для функции, заданной таблицей

	x
	0,12
	2,32
	2,83
	4,57
	6,39

	F(x)
	-4,29
	0,38
	2,93
	3,72
	1,23


1) составьте интерполяционный многочлен Лагранжа (для расчетов воспользуйтесь МК). Произведите проверку полученного результата, вычислив и сопоставив узловые значения функции;

2) вычислите значения этой функции в точках: а) x=1,36; б) x=5,82, используя схему «ручных» вычислений по формуле Лагранжа (для расчетов воспользуйтесь МК).

2. Первая интерполяционная формула Ньютона


Пусть для функции, заданной таблицей с постоянным шагом, составлена таблица конечных разностей (см. табл. 4). Будем искать интерполяционный многочлен в виде 

Таблица 4
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                (7)

Это многочлен n-й степени. Значения коэффициентов 
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 найдём из условия совпадения значений исходной функции и многочлена в узлах.

Пологая 
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 Далее, полагая 
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При 
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Проведя аналогичные выкладки, можно получить 
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Методом полной математики индукции можно доказать, что в общем случае выражение 
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будет иметь следующий вид:
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Подставим теперь (8) в выражение для многочлена (7):
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Часто эта формула записывается в несколько ином виде. Введём вместо переменной x новую переменную t: 
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и т.д. После этого формула (9) примет вид
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Формула (10) называется первой интерполяционной формулой Ньютона. Эта формула традиционно применяется для интерполирования в начале отрезка интерполяции, для значений t в интервале (0,1). Первую интерполяционную формулу Ньютона называют по этой причине формулой для интерполирования вперёд. Заметим, что путём переопределения узлов за начальное значение 
[image: image1952.wmf]0
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 можно принимать любое табличное значение аргумента x (отбросив «лишние» узлы слева).


Пример 1.3. функция y(x) задана равномерно сеткой, для которой вычислена таблица конечных разностей (при вычислении ограничились разностями второго порядка, поскольку они не только малы, но и практически постоянны):
	x
	Y
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	1,215
	0,106044
	0,000447
	-0,000003

	1,220
	0,106491
	0,000444
	-0, 000002

	1,225
	0,106935
	0,000442
	-0, 000001

	1,230
	0,107377
	0.000441
	-0, 000002

	1,235
	0,107818
	0,000439
	0

	1,240
	0,108257
	0,000439
	-0, 000001

	1,245
	0,108696
	0,000438
	-0, 000001

	1,250
	0,109134
	0,000437
	0

	1,255
	0.109571
	0,000437
	-

	1,260
	0,110008
	-
	-


Вычислим значение y(1,2173).

Поскольку значение x= 1,2173 находиться в начале таблицы, применим интерполирование вперёд, при этом воспользуемся первой интерполяционной формулой Ньютона в формуле (10). Вычислим в начале 
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 Далее в соответствии с формулой (10) получим
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2.1. Вторая интерполяционная формула Ньютона

Когда значение аргумента находиться ближе к концу отрезка интерполяции, применять первую интерполяционную формулу становиться невыгодно. В этом случае применяется формула для интерполирования назад- вторая интерполяционная формула Ньютона: 
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Как и для первой формулы Ньютона, коэффициенты 
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находиться из условия совпадения значений функции и интерполяционного многочлена в узлах:
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Подставляя (13) в (12) и переходя к переменной 
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получим окончательный вид второй интерполяционной формулы Ньютона:
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Пример 1.4. Для таблично заданной функции 
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из примера 1.3 вычислим значение 
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Поскольку значение
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находиться в конце таблицы, воспользуемся вторым интерполяционным многочленом Ньютона, приняв 
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Далее в соответствии с формулой (14) получим
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Пример 1.5. по таблице значений функции 

	x
	0
	1
	2

	y
	3
	5
	8


Составлена таблица конечных разностей.

	x
	Y
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Тогда приближенное значение производной функции 
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2.2 Упражнение для самостоятельной работы.
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	1,62

1,63

1,64
	8,14

8,02

7,93
	1,65

1,66

1,67
	7,21

6,54

5,01


Для таблично заданной функции вычислите значение конечных разностей до третьего порядка включительно и составьте первую и вторую интерполяционную формулы Ньютона, приняв 
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. Вычислите для контроля значения интерполяционных многочленов соответственно в точках 1,63 и 1,66; сопоставьте полученные значения с табличными (для вычисления используйте МК).

2.3 Задания для самостоятельной работы.


Задание 1. По заданной таблице значений функции
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Составьте формулу интерполяционного многочлена Лагранжа. Постройте его график и отметьте на нём узловые точки
[image: image1987.wmf](,),1,2,3.
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 Это же задание выполните с помощью инструментальных программных средств.

Задание 2. Вычислите с помощью МК одно значение заданной функции для промежуточного значения аргумента с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа. Этот же результат получите с помощью программы для ЭВМ и с применением математических пакетов.

Задание 3. Используя интерполяционные формулы Ньютона, для функции 
[image: image1988.wmf]()

yx

, заданной равномерной сеткой, вычислите 
[image: image1989.wmf]1

()

yx

 и 
[image: image1990.wmf]2

()

yx

при условии, что значения 
[image: image1991.wmf]1

x

и 
[image: image1992.wmf]2

x

находятся за пределами сетки.

Пояснения к выполнению задания. Исходные данные ко всем заданиям содержаться в табл. 6-15.

При выполнении задания 1 составляют многочлен Лагранжа по формуле (5), производят необходимые вычисления и приведение подобных членов (см. пример 1.1). По полученной формуле строят график интерполирующей функции, на котором отмечаются узловые точки.

Исходные данные для выполнения задания 1 берут из табл. 6.

Задание 2 сначала выполняется с помощью МК по специальной расчетной схеме (см. табл. 2). Использование расчетной таблицы показано в примере 1.2.

Поскольку аналитическое выражение интерполируемой функции в данном случае известно, имеется возможность сравнить результат интерполирования со значением функции, вычисленным по её аналитическому выражению, заданному в таблице.

Для определения содержания задания 2 используйте табл. 7, из которой по заданному варианту извлекается номер другой таблицы (8-11), задающей интерполяционную функцию, а также  значение аргумента 
[image: image1993.wmf]x

, для которого требуется вычислить искомое значение интерполяционного многочлена. Так, например, для варианта 4 задание состоит в вычислении значения функции, заданной таблицей 11 при 
[image: image1994.wmf]4,8

x

=

.

Исходные данные для выполнения задания 3 по заданному номеру варианта берутся из правой части табл. 7: номер заданной таблицы функции, а также значения 
[image: image1995.wmf]1

x

и 
[image: image1996.wmf]2
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. Например, для варианта 6 в качестве таблицы исходной функции берётся табл. 14, причем 
[image: image1997.wmf]12

1,06, 1,63.

x

аx

==


Таблица 6
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Таблица 7

	Вариант
	Задание 2
	Задания 4 и 5

	
	Таблица
	
[image: image2006.wmf]x


	Таблица
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Таблица 8                                                                                                   Таблица 9
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                                                                                                                  Таблица 10                                                                                                       Таблица11 
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                                                                                                                 Таблица 12                                                                                                      Таблица 13
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                                                                                                             Таблица 14
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	1,10
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3. Контрольные вопросы

1. В какой форме строиться интерполяционный многочлен Лагранжа?

2. Как используется при выводе формулы Лагранжа требование совпадения его значений со значениями исходной функции в узлах?

3. Как составляется расчетная таблица для «ручных» вычислений по формуле Лагранжа?

4.Как находиться конечные разности различных порядков через значения функции в узловых точках?

5.Почему первую интерполяционную формулу Ньютона нецелесообразно применять для интерполирования в конце отрезка интерполяции, а вторую - в начале отрезка интерполяции? 

Практическая работа.

Тема: Нахождения значения функции, определяемое заданным дифференциальным уравнением и начальными условиями с использованием метода Эйлера.

Цель: Уметь численно находить приближенное решения дифферинцального уравнение на замкнутом интервале..

1. Теория.

1.Метод Эйлера численного интегрирования дифференциального уравнения первого порядка и его геометрическая интерпретация.


Рассмотрим дифференциальное уравнение (1)

                                                          
[image: image2026.wmf](,).
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fxy

dx

=

                                   (1)

Пусть поставлено начальное условие (2)

                                                    
[image: image2027.wmf]0
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  при 
[image: image2028.wmf]0

xx
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.                                (2)


Предположим, что функция 
[image: image2029.wmf](,)
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и начальные данные 
[image: image2030.wmf]00

,
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 таковы, что уравнение (1) имеет единственное значение.


Если уравнение (1) удается проинтегрировать в конечном виде, то обычно решение начальной задачи (1),(2) ищут при помощи формулы общего решения, выбирая соответствующее значение произвольной постоянной. В случаях, когда уравнение (1) не интегрируется в конечном виде или полученное общее решение слишком сложно, применяют приближенные методы.


Приближенное решение ищется на замкнутом интервале 
[image: image2031.wmf]0

[,]

xX

, который обязательно должен содержаться в интервале существования точного решения 
[image: image2032.wmf]()

yyx

=

.


Рассмотрим численное приближённое решение начальной задачи (1),(2).


Численным приближенным решением задачи (1),(2) называется функция, заданная таблицей чисел (табл. 1) при условии, что мы рассматриваем 
[image: image2033.wmf]k

y

как приближенное значение точного решения 
[image: image2034.wmf]()
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при 
[image: image2035.wmf]k
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Таблица 1
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Табл. 1 строиться обычно так , что числа 
[image: image2046.wmf]011
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 отстоят друг от друга одинаково. При этом число
[image: image2047.wmf]h

 определяется формулой

                                                  
[image: image2048.wmf]0
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И называется шагом интегрирования. Численные методы различаются 

с п о с о б о м   в ы ч и с л е н и я   последовательных значений 
[image: image2049.wmf]12
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Отметим, что численные методы в последнее время получили широкое применение в связи с внедрением в практику быстродействующих вычислительных машин.


Рассмотрим один из приближенных численных методов- м е т о д   

Э й л е р а. 


Пусть требуется найти решение начальной задачи (1),(2) на замкнутом интервале 
[image: image2050.wmf]0
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Разделим этот интервал на 
[image: image2051.wmf]n

 равных частей точками 
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причем
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Проведём через начальную точку 
[image: image2054.wmf]000

(;)
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прямую (рис. 1) с угловым коэффициентом 
[image: image2055.wmf]00

(,),

fxy

равным тангенсу угла наклона касательной к решению в этой точке. На этой прямой возьмем точку 
[image: image2056.wmf]111
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и через 
[image: image2057.wmf]111
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. На последней прямой возьмем точку 
[image: image2058.wmf]222
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и проведем через нее прямую с угловым коэффициентом 
[image: image2059.wmf]22
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fxy

и т.д. В результате получим ломаную 
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[image: image2062.wmf]111
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Функцию, заданную табл. 1, в которой 
[image: image2063.wmf]k

y

определяется формулой (3), будем называть приближенным решением начальной задачи (1),(2) по методу Эйлера.
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y0 x

0

x

1

x

2

x

k-1

x

k

x

n-1

x=X

n

M

0

M

1

M

2

M

k-1

M

k

M

n-1

M

n


Пример. Найти приближённое решение уравнения 
[image: image2065.wmf]yy
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=

, удовлетворяющее начальному условию 
[image: image2066.wmf]1
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 при 
[image: image2067.wmf]0
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.


Решение. Будем искать приближенно решение на замкнутом интервале 
[image: image2068.wmf][0;0,1].

 Возьмем 
[image: image2069.wmf]10
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, так что имеем
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Для вычисления 
[image: image2071.wmf]k
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воспользуемся формулой (3), где 
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В результате получим искомое приближенное решение в виде табл. 2.

Таблица 2
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Пример. Решим методом Эйлера дифференциальное уравнение 
[image: image2083.wmf]cos3

yyx

¢
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с начальным значением 
[image: image2084.wmf](0)1,3

y

=

на отрезке 
[image: image2085.wmf][0;1],

приняв шаг 
[image: image2086.wmf]0,2.
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Результаты вычислений с двумя знаками после запятой приведены в табл. 3. Порядок вычислений вполне очевиден: вначале находим 
[image: image2087.wmf]000

(cos3),

yhyx
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 затем 
[image: image2088.wmf]100
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и т.д.


Алгоритм метода Эйлера легко реализовать на ЭВМ. Блок-схема алгоритма решения дифференциального уравнения методом Эйлера изображена на рис. 2. Исходными данными являются: начальные значения 
[image: image2089.wmf]x

и
[image: image2090.wmf]y

, шаг интегрирования 
[image: image2091.wmf]h

и правая граница отрезка интегрирования 
[image: image2092.wmf]b

.


.

Таблица 3
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Пример: Если последовательные значения функции, являющейся решением задачи Коши для дифференциального уравнения [image: image2098.png]f'=f0y)



 c начальными условиями  x0, y0 Находятся по методу Эйлера. Yk+1=yk+ h*f(xk,yk)

y[image: image2100.png]


=x+y, y0=1, x0=0  и длина шага h=0.1 
y1=1+0,1*(0+1)=1,1.

Y2= 1.1+0.1*(0.1+1.1)=1.22

Y3=1.22+0.1*(0.2+1.22)=1.362

2. Задание для самостоятельной работы.


Решите задачу Коши для дифференциального уравнения 
[image: image2101.wmf](,)

yfxy

¢

=

 на отрезке 
[image: image2102.wmf][;]

ab

 при заданном начальном условии 
[image: image2103.wmf]()

yac

=

 и шаге интегрирования. Сведите результаты вычисления в одну таблицу и сделайте эмпирический анализ точности полученных значений функции. Пользуясь таблицей, сделайте ручную прикидку графика интегральной кривой на бумаге.

Таблица 4
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3. Контрольные вопросы.

1. Что является решением дифференциального уравнения? Что это означает с геометрической точки зрения, с численной точки зрения?

2. В какой форме получается приближенное решения дифференциального уравнения по методу Эйлера?

3. Что можно сказать о динамике погрешности в пошаговом методе Эйлера?
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