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Вычислена линейная сложность семейства бинарных последовательностей, сформированных на основе классов 
биквадратичных вычетов, с оптимальной периодической автокорреляционной функцией. 
Ключевые слова: бинарные последовательности, линейная сложность, конечное поле, классы биквадратичных 
вычетов 

We derived the linear complexity of a family of binary sequences with optimal autocorrelation constructed on the basis of 
biquadratic residue classes. 
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Введение 

Периодическая автокорреляционная функ-
ция, сбалансированность и линейная сложность 
являются важными характеристиками бинарных 
последовательностей [1]. В частности, последова-
тельности с высокой линейной сложностью важны 
для криптографических приложений [1,2]. Авто-
корреляционные свойства почти сбалансированных 
бинарных последовательностей, сформированных 
на основе классов квадратичных и биквадратичных 
вычетов по простому модулю р, хорошо известны. 
Линейная сложность последовательностей Лежанд-
ра над конечным полем второго порядка вычислена 
в [3], порядка р — в [4], отличного от р — в [5]. В 
то же время линейная сложность последовательно-
сти с оптимальной периодической автокорреляци-
онной функцией, сформированных на двух классах 
биквадратичных вычетов, известна только над по-
лями второго [6] и р-го порядков [5]. В этой статье 
исследуется линейная сложность и минимальный 
многочлен вышеупомянутой последовательности 
над конечными полями других порядков.  

Для вычисления линейной сложности обобща-
ется метод, предложенный ранее в [6,7], для последо-
вательностей над полями второго и третьего поряд-
ков. 

1. Основные определения 

Пусть 14= Rp  — нечетное простое число и 
θ  — первообразный корень по модулю р [8]. Обо-
значим через 1)/2}(1,...,= ;2 mod θ{= 2

0 pspD s  и 
,θ= 01 DD  соответственно, классы квадратичных вы-

четов и невычетов по модулю р. Пусть 
,1},0,=,modθ{= 4  RtpH tk

k   ,30,= k  — цикло-
томические класссы четвертого порядка по модулю 

р [9]. Здесь 0H  — класс биквадратичных вычетов 
по модулю р. Тогда для pZ  — кольца классов выче-
тов по модулю р, справедливы следующие разбие-
ния: 

{0}=Z 10 DDp  и .{0}=Z 3210  HHHHp  
Рассмотрим бинарную последовательность S, 

определяемую на периоде р следующим образом 
[10]: 

 







.случаях ост. в,1

,если,1
= 10 HHi

si

 

(1) 

Согласно [10], последовательность S обладает 
оптимальной периодической автокорреляционной 
функцией, когда ,4= 2 xp  .4)mod1(x  Исследуем 
её линейную сложность над конечным полем ,rq  

где q — простое число, отличное от двух и р. 
Минимальный полином )(xm  и линейную 

сложность )(L  последовательности S можно вычис-
лить по следующим формулам [2]:  
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где ....=)( 1
110
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p xsxssxS   
Пусть  — примитивный корень степени N из 

единицы в расширении поля ,rq  тогда 

.)α(=1
1

0=
jp

j
p xx   

 Следовательно, согласно (2), 

для вычисления минимального многочлена и линей-
ной сложности последовательности S, сформирован-
ной по (1), достаточно определить число корней мно-
гочлена )(xS  в множестве .1}0,1,...,=,α{ pvv  Метод 

вычисления значений )α( vS  будет представлен в сле-
дующем разделе. 
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2. Метод вычисления значений многочлена  
последовательности  

Введем вспомогательные многочлены 
i

Di
xxS  0

2 =)(  и .=)(
0

4
i

Hi
xxS 

 

Лемма 1.  

1) Если kDv , 0,1=k , то );α(=)α( θ
22

kv SS  

2) Если kHv , ,3,2,0,1=k  то ).α(=)α( θ
44

kv SS  
Таким образом, если kHv , то, согласно лем-

ме 1 и определению (1), справедливо следующее со-
отношение: 

 ).α()α()α(
1

44
 

kk
SSS v

 (3) 
Следовательно, для вычисления значений 

)α( vS  достаточно найти ).α(4
k

S   Далее, так как 

,0=αα1 1 p  то по лемме 1 получаем, что  

 .1)α()α()α()α(

 и 1=)α()α(
32 θ

4
θ

4
θ

44

θ
22





SSSS
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 (4) 

Напомним еще одно определение. Циклотоми-
ческим числом dnm ),(  порядка d, где nm,  — целые 
числа, называется число решений сравнения 

,) mod( θ1θ pji   1,0,1,=, pji   при условии, что 
) mod( dmi   и ) mod( dnj   [9]. Другими словами,  

|1)(=|),( 2 nm DDnm   и |1)(=|),( 4 nm HHnm  . 
Следующее утверждение является обобщением 

теоремы 1 из [6]. 
Теорема 1. Для 4,2d  и 1,...,0  dk  справед-

ливы равенства: 

δ,)α(),()α()α(
1

0
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где 
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 0  и )2(mod0/)1(если,/)1(
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Воспользовавшись теоремой 1 и формулой (4) 
вычислим значения )α(2S  и ).α( θ

2S  

Лемма 2. Если ,8) mod( 5p  то )α(2S  и )α( θ
2S  

удовлетворяют уравнению: .0=4/)1(2  pyy  
Доказательство. По условию ,4) mod( 1p  то-

гда 0,=δ  1)/4((1,1)=(1,0) 22  p  [9]. Таким обра-

зом, согласно теореме 1, =)α()α( θ
22 SS  

)α((1,1))α((1,0) θ
2222 SS   или .4/)1()α()α( θ

22  pSS  

Следовательно, )α(,)α( θ
22 SS  — корни уравнения 

0=4/)1(2  pyy , так как 1=)α()α( θ
22 SS   по (4). 

Лемма 2 доказана. 
Пусть ,,41 Zttx   тогда .1685 2ttp   

Лемма 3. Если ,1685 2ttp   то: 

1) )α(4S  и )α(
2

4
S  являются корнями уравне-

ния ;0=321)α()α( 2
22

2 tttSzSz   

2) )α( θ
4S  и )α(

3θ
4S  являются корнями уравне-

ния .0=31)α()α( 2θ
2

θ
2

2 tttSySy   
Доказательство. По определению вспомога-

тельных многочленов )α()α()α( 2
2θ

44 SSS   и 

).α(1)α()α()α( 2
θ

2
3θ

4
θ

4 SSSS   Далее,  44 )2,2()0,2(  
16/)27( xp   и 16/)23()3,2()1,2( 44 xp  . То-

гда, согласно теореме 1, )α()α(
2θ

44 SS  

4/)1()α()1,0(α)()0,0( θ
2424  pSS . Так как tx 41  

и ,1685 2ttp   то .321)α()α()α( 2
2

2
44 tttSSS   

Из последней формулы и получаем первое утвержде-
ние леммы 3. 

Аналогично  )α()0,2()α()α( θ
24

3
4

θ
4 SSS  

4/)1()α()1,2( 24  pS  или 2θ
2

3θ
4

θ
4 31)α()α()α( tttSSS  . 

Лемма 3 доказана. 

3. Линейная сложность последовательности  

Теорема 2. Пусть последовательность S опре-
делена по (1). Тогда 
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Доказательство. В силу формулы (2) вопрос о 
линейной сложности последовательности S сводится к 
определению числа корней многочлена )(xS  в множе-

стве .1}0,1,...,=,α{ pvv  Пусть kHv  и ,0)α( vS  

тогда ),α()α(
1

44
 

kk
SS  согласно (3). По лемме 3 

числа )α(),α(
1

44
 kk

SS  являются корнями двух раз-
личных уравнений, т. е. в этом случае существует w 
такое, что w — корень уравнения 

,0=321)α()α( 2
22

2 tttSzSz   а (–w) — корень урав-
нения .0=31)α()α( 2θ

2
θ

2
2 tttSySy   Решая одно-

временно эти два уравнения, находим: tStw )α(2 2  и 

.0=124)α()24()α()24( 2
2

22
2

2  ttSttStt  С другой 
стороны, по лемме 2 )α(2S  удовлетворяет квадратному 

уравнению .0=4/)1(2  pyy  Сравнивая уравнения, 

получаем, что если ,0)α( vS  то ).(mod1 qp    
Далее, если ),(mod1 qp   то в силу леммы 2, 

0)α(2 S  и 1)α( θ
2 S  (или наоборот), тогда с точ-

ностью до перестановки пар ,)α(4 tS   

.1)α(,)α(,)α(
3θ

4
2θ

4
θ

4 tStStS   Согласно (3), это 

означает, что   4/)1(1,...,1,0)α(:  ppvSv v . Так 

как ,2/)1()1(  pS  то применение формулы (2) за-
вершает доказательство теоремы 2. 

В условиях теоремы 2 последовательности об-
ладают высокой линейной сложностью.  

Расчеты линейной сложности последовательно-
сти S, выполненные по алгоритму Берлекэмпа-Месси, 
подтверждают справедливость полученных результатов.  
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Заключение 

Исследована линейная сложность почти сба-
лансированных бинарных последовательностей, 
сформированных на основе классов биквадратичных 
вычетов, и обладающих оптимальной периодической 
автокорреляционной функцией. Показано, что рас-
сматриваемые последовательности обладают высокой 
линейной сложностью. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
проектной части государственного задания в сфере 
научной активности Министерства образования и 
науки Российской Федерации, проект №1.949.2014/K. 
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