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1. При ближайшем рассмотрении содержания 
Нобелевской лекции Кона [1] были выявлены три ут-
верждения, физическая и математическая корректность 
которых вызывает, по меньшей мере, недоумение.  

Первое относится к доказательству основной 
леммы теории функционала плотности (ТФП). Второе 
связано с фактической возможностью точного выра-
жения полной энергии системы электронов только 
через их плотность, т.е. с фактической возможностью 
существования точного функционала вида )]([ rnEel .  

Третье касается утверждения, что плотность 
электронов, найденная из решения уравнения Кона-
Шема (КШ) при «правильном» потенциале ),(reffU  
будет такой же, как и при точном решении многочас-
тичного уравнения Шредингера. В отношении этого, 
третьего утверждения можно сразу сказать, что оно 
не является физическим, поскольку его невозможно 
точно проверить на практике (в противном случае не 
нужна была бы и сама ТФП).  

Для возможности конкретного обсуждения ка-
ждого из отмеченных выше замечаний в нашей рабо-
те [2] используются точные аналитические выраже-
ния для электронных матриц плотности первого и 
второго порядков и энергия взаимодействующей сис-
темы электронов, полученной на основе ее точных 
волновых функций и гамильтониана системы. 

В теории Томаса—Ферми, откуда берут свое 
начало все рассуждения о функционалах плотности, 
полная энергия электронов атома действительно явля-
ется точным функционалом плотности его электронов 

)]([ rnEE TF
el

TF 
el  . Эта теория обладает также очень 

важным вычислительным свойством: она допускает 
возможность нахождения электронной плотности 

),(rn  если известен общий потенциал V(r), в который 
помещены электроны атома, т. е. в этой теории знания 

волновых функций не требуется. (Забегая уже здесь 
вперед, надо отметить, что в теории Хохенберга—
Кона—Шема (ХКШ) вообще нет понятия волновой 
функции системы частиц (поэтому выражение для 

)(rn в эту теорию вводится извне), а функции, полу-
чаемые из уравнений КШ, не обладают реальным со-
держанием волновых функций отдельных частиц сис-
темы, как, например, в теории Хартри, Хартри—
Фока—Слэтера (ХФС), или Хартри—Фока (ХФ)). 

Хохенберг и Кон (ХК) [1] формулируют задачу 
в своей основной лемме несколько иначе: «плотность 

)(rn основного состояния связанной системы взаи-
модействующих электронов в некотором внешнем 
потенциале U(r) однозначно определяет этот потен-
циал». Такая формулировка леммы позволяет Хохен-
бергу и Кону утверждать, что электронная плотность 
неявно определяет все свойства основного состояния 
изучаемой системы (если известен, мол, потенциал, 
то известен и гамильтониан системы, который и оп-
ределяет все ее свойства). К сожалению, «доказатель-
ство» основной леммы неверно, поскольку оно осно-
вывается на неверном допущении, которое, кроме 
того, еще и математически некорректно (см. далее). 
Вопрос же о том, что первично (плотность или внеш-
ний потенциал) и что вторично, по нашему мнению, 
абсолютно ясен: в самосогласованных расчетах (они 
всегда одночастичные) плотность и потенциал суть 
взаимоопределяемые функции (но в точном много-
частичном расчете первичным, конечно же, является 
внешний потенциал как часть гамильтониана, кото-
рый и определяет волновые функции, и уже потом 
через них вычисляется электронная плотность )(rn ). 

Если, однако, плотность (пусть даже и неявно) 
действительно определяет все свойства системы, то 
тогда вполне разумно вместо функционала )]([0 QE   
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рассматривать более удобный в вычислительном 
смысле функционал )]([0 rnE . Однако такой переход 
от одной независимой переменной функционала к 
другой потребует еще и замены обычного вариацион-
ного принципа квантовой механики, основанного на 
волновых функциях )(Q  системы, на вариацион-
ный принцип ХК, основанный на электронной плот-
ности системы, и именно этот шаг дает основную 
вычислительную выгоду от такой замены. С другой 
стороны, только переход от одной независимой пере-
менной к другой ничего принципиально нового, не 
содержащегося в )],([0 QE   не может дать. 

Из выражения  

),(),...,( 2
2

2 rrrrr ndПN j
N
jN 



  

являющегося определением понятия плотности в сис-
теме многих частиц прямо следует, что для разных 
  электронная плотность не может иметь одно и то 
же значение, т.е. доказательство леммы ХК для ос-
новного состояния ),...,( 210 Nrrr  с самого начала со-
держит неверное допущение (см. [1], стр. 341). Что 
же касается математической корректности, то член 

rrr dnV )()(1  в выражении для E1 и аналогичный член 

для Е2 записаны неверно, поскольку у них должен 
быть еще множитель 1N ; следовательно, при таких 

)(1 rV  и )(2 rV  эти интегралы (для больших систем) 
можно просто не рассматривать. 

Теперь о сути утверждения «плотность )(rn  
однозначно определяет потенциал». Решение уравне-
ния Шредингера при заданном потенциале позволяет 
найти плотность ),(rn  соответствующую этому по-
тенциалу. Это прямая задача, поскольку имеется чет-
кий алгоритм получения ее решения. Обратная зада-
ча: по имеющейся плотности )(rn  найти соответст-
вующий ей потенциал. Эта задача не всегда имеет 
решение, а в случае существования решения оно поч-
ти всегда будет неоднозначным. 

 
2. С 1964 г., т. е. со времени выхода работы 

Хохенберга и Кона [3], в которой они переформули-
ровали вариационный принцип, касающийся точного 
функционала энергии )]([ QEn   от волновой функции 
(где явный вид )]([ QEn   точно известен), в терминах 
функционала )]([0 rnE  плотности )(rn  электронов 
(где явный вид )]([0 rnE  никому не известен и, как 
было показано выше, вообще не существует в виде 
точного функционала), очень широкое распростране-
ние получил метод, известный в научной литературе 
как ТФП. Хохенберг и Кон утверждали, что, во-
первых, все свойства основного состояния взаимо-
действующей электронной системы можно опреде-
лить (неявно) только через ее электронную плотность 

)(rn  и, во-вторых, что ее энергия в этом состоянии 
является однозначным функционалом )]([0 rnE  плот-
ности. Однако, как уже было отмечено (и показано) 
выше, само точное аналитическое выражение функ-
ционала )]([0 rnE  через аргумент )(rn  в ТФП остава-

лось и по-прежнему остается полностью неизвест-
ным, что фактически означает, по меньшей мере, на-
личие внутренней незамкнутости этой теории. 

На следующем этапе, из-за незамкнутости ме-
тода ТФП, ее авторам — Хохенбергу, Кону и Шему 
(1964-1965 гг.) [3,4] — все же пришлось заняться по-
иском надлежащего вида уравнения Шредингера в 
одночастичном приближении, т. е. уравнения вида: 

).()()](2
1[ rrrr jjjeffV   

Теперь, однако, вся математическая трудность 
исходной проблемы вычисления многочастичной 
функции ),...,( 2 Nrrr  из уравнения Шредингера 

 EH  оказывается «втиснутой» в задачу (неодно-
значную) наиболее удачного конструирования эф-
фективного одночастичного потенциала ).(reffV  

 
3. Наконец, о достаточно широко бытующем 

мнении о том, что в ТФП удалось точное решение мно-
гочастичной задачи свести к решению одночастичной 
задачи, что заведомо не так, поскольку при точном рас-
смотрении многочастичной задачи в принципе не может 
быть одночастичных состояний (наверное, поэтому Кон 
[1] свои функции )(r  избегает называть одноэлек-
тронными состояниями), а следовательно, нет и обмен-
но-корреляционных понятий. Здесь уместно напомнить 
классическую (в обоих смыслах!) [5] и квантовую зада-
чу двух тел [6]: точное решение этих задач не сводится к 
решению для двух же невзаимодействующих тел, в от-
личие от аналогичной квантовой задачи, которая, как 
это ни странно, по теории ХКШ все же должна иметь и 
такое решение, поскольку в их теорию конкретное зна-
чение числа N частиц не входит.  
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