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О ЛИНЕЙНОЙ СЛОЖНОСТИ РЯДА БИНАРНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ С ОПТИМАЛЬНОЙ 
АВТОКОРРЕЛЯЦИЕЙ 

В работе исследована линейная сложность почти сбалансированных двоичных последовательностей с оптимальной 
автокорреляцией, образованных чередованием двоичной последовательности Динга—Хеллесета—Мартинсена и почти 
идеальной последовательности. 
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Введение 

Сбалансированные и почти сбалансированные двоичные последовательности с оптимальной 
автокорреляцией широко используются в цифровой связи, радарах и  в системах потокового шифрования. В [1] 
Е.И.Кренгелем и П.В.Ивановым был предложен метод синтеза  почти сбалансированных двоичных 
последовательностей длины N4  с оптимальной автокорреляцией, образованных чередованием конкатенации 
двоичной последовательности Динга—Хеллесета—Мартинсена с оптимальной трехуровневой автокорреляцией 
и почти идеальной последовательности. В своей статье авторы предположили, что такие последовательности 
обладают высокой линейной сложностью и могут быть использованы в системах связи, радиолокационных 
системах и криптографии. В этой работе докажем предположение о высокой линейной сложности 
рассматриваемой последовательности.  

Линейная сложность L  является важным парамером оценки двоичной последовательности )( is  при её 
применении в качестве ключевого поточного шифра для криптографичесих приложений. Над полем второго 
порядка она определяется как наименьшее натуральное число L , для которого существуют константы  

Lici ,1,=0,1;= Κ   такие, что выполняется рекуррентное соотношение  

.всех   для= 2211 Liscscscs LiLiii ≥+++ −−− Κ  

Многочлен L
LLL cxcxcxxm ++++= −− Κ2

2
1

1)(  называют минимальным многочленом 
последовательности [2]. 

Минимальный полином )(xm  и линейную сложность )(L  последовательности )( ts с периодом 
T можно вычислить по следующим формулам [3]:  

)),(1,(НОДdeg=)),(1,(НОД1)/(=)( xSxTLxSxxxm TTT −−−−  (1) 

где 1
110 ...=)( −

−+++ T
T xsxssxS  — многочлен последовательности. 

1. Определение последовательности 

Пусть GF(p) — конечное поле, где 14 += fp  — простое число, f — нечетно. Обозначим через  θ  

примитивный элемент конечного поля GF(p). Рассмотрим подгруппу биквадратичных вычетов ( )4
0 θ=D , 

порожденную 4θ , положим 0DD f
f θ= , для .3,2,1=f  Тогда fD  — циклотомические классы четвертого 

порядка [3]. Согласно китайской теореме об остатках, pp ZZZ ×≅ 22  относительно изоморфизма 

( )pmod,2mod: ωωωϕ → .  

Пусть ji DDC ∪=0 , jl DDC ∪=1  и 10 }1{}0{ CCC ×∪×= . Рассмотрим почти 

сбалансированную двоичную последовательность периода pN 2= ,  определяемую как 
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Согласно [4] последовательность { }iz  имеет оптимальную трехуровневую автокорреляционную 

функцию, если: 42 += xp  или 241 yp +=  при соответствующих значениях троек индексов ),,( lji .  
Бинарная последовательность x  с периодом M  называется почти идеальной, если её периодическая 
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корреляционная функция 0)( =τR  для всех )(mod0 M≡/τ  за исключением одного [5]. Такие 

последовательности существуют только тогда, когда период  )1(2 1 += lpN ,  где 1p  — простое число. Далее, 

всегда предполагаем, что 12 1 +== lppN , согласно  [1], такие lpp ,, 1  существуют. 
Пусть z — двоичная последовательность Динга—Хеллесета—Мартинсена, сформированная по (1) и  h  

— почти идеальная двоичная последовательность. Рассмотрим последовательность s , определяемую 
следующим образом 


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.12если,
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k
i , (3) 

то есть ),( hzIs = , где I  — оператор чередования. Согласно [1], последовательность s  обладает 
оптимальной автокорреляцией и имеет период p4 .  

2. Линейная сложность последовательности 

Для NT 4=  формула (1) над полем второго порядка примет следующий вид:  
)),(,)1((НОДdeg4)),(,)1((НО/)1()( 444 xSxNLxSxДxxm NNN −−=−−=  (4)   

где 14
1410 ...)( −

−+++= N
N xsxssxS  . 

Введём вспомогательные многочлены ∑ −
=

= 12
0)( N

i
i

iz xzxS , ∑ −
=

= 12
0)( N

i
i

ih xhxS . Тогда, согласно 

определению, справедливо соотношение  

)()()( 22 xxSxSxS hz +=     (5) 

Теорема. Если последовательность s  определена по (3), тогда pL 4=  и 4)1()( −= pxxm . 

Доказательство. В  [6]  было показано, что 
1
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где  вспомогательный многочлен ∑ −
≠=

= 1
0,0)( N

hi
i

i
i

xhxT  и 0: =aha  и 1−≤ Na . 

Таким образом,   по (5) получаем, что 
)1/()1()1)(()()()()( 222222222 −−++−+=+= xxxxxxxTxSxxSxSxS NNaN

Zhz  (6). 

По определению, 0)1( =zS , тогда 1)1( =S по (6). Далее, пусть α  — первообразный корень p -ой 

степени из 1 в расширении поля )2(GF . По формуле (6) получаем, что kak
z

k SS 22 )()( ααα +=  для 

1,...,2,1 −= pk . Согласно [4], имеет место соотношение ( ) )()( 2162 k
z

k
z SS αα = , следовательно, 0)( ≠kS α  

для 1,...,2,1 −= pk  и 1))(),1((НОД =− xSx p . Применение (4) завершает доказательство теоремы. 
Таким образом, высказанное в [1] предположение о высокой линейной сложности раасматриваемых 

последовательностей справедливо. 
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Minin A.V. About the linear complexity of series of binary sequences with optimal autocorrelation. We study the linear 
complexity of almost balanced binary sequences with optimal autocorrelation formed by the interleaving of Ding—Hellesth—Martinsen 
binary sequence and an almost perfect sequence. 
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