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1. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПЭВМ
1.1. Предварительный анализ экспериментальных данных
1.1.1. Обнаружение грубых погрешностей


Если в полученной группе результатов измерений одно- два резко отличаются от остальных, следует проверить, не являются ли они грубыми погрешностями, подлежащими исключению. При решении данной задачи предполагается, что результаты наблюдений подчиняются нормальному закону распределения. Для решения задачи имеющиеся результаты измерения располагают в вариационный ряд монотонно возрастающих значений
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Проверке подлежит наименьший 
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 и наибольший 
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 член ряда. Сначала вычисляются числовые характеристики результатов наблюдений:


среднее арифметическое
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среднее квадратичное 


отклонение
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Затем определяется наблюдаемое значение критерия 
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Задавшись доверительной вероятностью 
[image: image9.wmf]P

, определяем по табл. 1.1 критическое значение критерия 
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, которое зависит также от числа измерений 
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. Если 
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, то все наблюдения проводились в одинаковых условиях и значение 
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 составляет с остальными результатами однородную выборку. Если это неравенство нарушается, т.е. 
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, то результат 
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 следует исключить из дальнейшего рассмотрения.
Таблица 1.1

Критические значения критерия 
[image: image16.wmf])
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	n
P=0.9
P=0.95
n
P=0.9
P=0.95

	4
1.645
1.689
16
2.654
2.523

6
1.894
1.996
20
2.447
2.623

8
2.041
2.172
26
2.553
2.734

10
2.146
2.294
30
2.609
2.792

12
2.229
2.387
40
2.718
2.904

14
2.297
2.461
50
2.800
2.987


Пример 1.1. Результаты измерения износа автомобильных шин образуют следующий ряд значений (мкм): 26, 30, 25, 28, 40, 32, 26, 22, 28, 31. Требуется определить с доверительной вероятностью, равной 
[image: image17.wmf]P

=0,95, является ли отклонение в 40 мкм грубой погрешностью.

Решение:
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Согласно табл. 1.1 
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, то значение износа
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мкм не являются грубой ошибкой.

1.1.2. Проверка случайности и независимости результатов измерений в выборке


До статистической обработки результатов измерения отклика необходимо убедиться в том, что они являются стохастически независимыми. Альтернативной гипотезой может быть предположение о наличии монотонного или циклического смещения (дрейфа) значения отклика, вызванного неконтролируемым фактором. Подобный случай может иметь место при анализе размеров деталей, обрабатываемых на настроенном станке, когда вследствие изнашивания инструмента или нагрева станка центр группирования размеров постепенно смещается при неизменной стандартной погрешности.

Наиболее мощным критерием проверки нулевой гипотезы будет критерий последовательных разностей τ.


Наблюдаемое значение критерия
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где 
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n – объем выборки; і – порядковый номер измерения отклика в выборке; 
[image: image29.wmf]2
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 - оценка дисперсии, вычисляемой по формуле (1.1.2).


Критическое значение τк определяется по табл. 1.2. Если 
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, то гипотеза о независимости и случайности измерений в выборке отвергается.
Таблица 1.2

Критические значения 
[image: image31.wmf])
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	n
	4
	6
	7
	8
	10
	11
	13
	14
	20
	30

	τк
	0,390
	0,445
	0,468
	0,491
	0,531
	0,548
	0,578
	0,591
	0,650
	0,704


Пример 1.2


По результатам измерений деталей, обработанных на станке, необходимо проверить наличие или отсутствие дрейфа размеров:

n=20, 
[image: image33.wmf]x

=45, 
[image: image34.wmf]2
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=267,95, 
[image: image35.wmf]2

c

=114,74.
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По табл. 1.2 для n=20 получаем τк=0,65. Так как 
[image: image37.wmf]к
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 гипотезу гипотеза о случайности и независимости следует отклонить.


Следовательно, размер обрабатываемых деталей зависит от неучтенного фактора, вызвавшего циклическое смещение центра группирования размеров.
1.2. Проверка гипотезы о виде распределения экспериментальных данных

Проверить гипотезу о том, что распределение экспериментальных данных не противоречит теоретическому распределению, можно по ряду критериев. Наиболее эффективными являются критерий Колмогорова, ω – критерий и χ2 – критерий Пирсона.


При числе экспериментальных данных n
[image: image38.wmf]50

³

 для проверки критерия согласия теоретического распределения с практическим чаще всего используют критерий Пирсона. Вычисления сводят в таблицу. При этом группируются данные, вычисляют середины интервалов 
[image: image39.wmf]0
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, соответствующие им эмпирические частоты, определяют среднее арифметическое 
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 и среднее квадратичное отклонение (СКО)
[image: image41.wmf]d

. Находят число данных, которое должно было быть в интервале, если бы их распределение соответствовало предлагаемому 
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Просуммировав 
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i

c

 по всем N интервалам, получают 
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 с определенным числом степеней свободы ƒ. Для нормального распределения ƒ=N-3. Выбрав уровень значимости q по таблицам распределения χ2, находят 
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 [1]. Гипотеза о соответствии теоретического распределения практическому принимают, если 
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При n<10 проверить гипотезу о виде распределения экспериментальных данных невозможно. С целью установления вида распределения увеличивают число данных и проверяют гипотезу о виде распределения данных. Отдельные группы данных небольшого объема, полученных в аналогичных условиях, считают принадлежащими распределению, вид которого был установлен при большом объеме экспериментальных данных.


При числе данных 11
[image: image50.wmf]£
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50 также трудно судить о виде распределения. Поэтому для проверки соответствия распределения данных нормальному распределению используют составной критерий [1]. Если гипотеза о нормальности отвергается хотя бы по одному из критериев, считают, что распределение экспериментальных данных отлично от нормального. Если при проверке гипотезы по одним и тем же данным для критерия 1 выбран уровень значимости q1, а для 11 – уровень значимости q2, то уровень значимости составного критерия равен 

q 
[image: image51.wmf]£

 q1 + q2.
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Критерий 1
Вычисляют значение d по формуле
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где
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Гипотеза о нормальности подтверждается, если






d100-
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где d100-
[image: image56.wmf]1

q

/2 и d
[image: image57.wmf]1

q

/2 – процентные точки распределения значений d, которые находят по табл. 1.3.

Критерий 2

Гипотеза о нормальности распределения экспериментальных данных подтверждается, если не более m разностей (
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определяется по формуле (1.1.2), а 
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 - верхняя 100*P/2 – процентная точка нормированной функции Лапласа. В противном случае гипотеза о нормальности должна быть отвергнута.


Для нахождения значения P составлена табл.1.4 с входами n и q2 для значений m = 1 и 2. При числе данных 11
[image: image62.wmf]£
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20 принимают m = 1, при 20 
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Таблица 1.3
Значения процентных точек q1 для распределения d
	Уровень значимости q1
	Число результатов измерений, n

	
	11
	16
	21
	26
	31
	41
	51
	61
	71

	D100-
[image: image64.wmf]1

q

/2

	99%

95%

90%
	0,67

0,72

0,74
	0,68

0,72

0,74
	0,69

0,73

0,75
	0,70

0,74

0,75
	0,71

0,74

0,76
	0,72

0,75

0,76
	0,73

0,75

0,76
	0,73

0,76

0,77
	0,74

0,76

0,77

	D
[image: image65.wmf]1
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	10%

5%

1%
	0,89

0,91

0,94
	0,87

0,89

0,91
	0,86

0,88

0,90
	0,86

0,87

0,89
	0,85

0,86

0,88
	0,84

0,85

0,87
	0,84

0,85

0,86
	0,83

0,84

0,86
	0,83

0,84

0,85


Таблица 1.4
Значения доверительной вероятности P
	n
	11-14
	15-20
	21-23
	24-27
	28-32
	33-35
	36-49

	q2
	1%

2%

5%
	0,99

0,98

0,97
	0,99

0,99

0,98
	0,98

0,98

0,96
	0,98

0,98

0,97
	0,99

0,98

0,97
	0,99

0,98

0,98
	0,99

0,99

0,98


Пример 1.3

Для экспериментальных данных при n = 11 получены следующие значения: 
[image: image66.wmf]d

=3,245, S*=3,127, d=0,88.

Примем уровень значимости критерия 1 q1=2%. Из табл.3.1 найдем


d1% = 0,94 и d99% = 0,67.


Так как 0,67<0,88<0,94, то критерий 1 выполняется. Проверим выполнение критерия 2. выбрав уровень значимости q2 = 5% для n = 11 из табл. 3.2, найдем P = 0,97.


Из табл. 3.3 определить zP/2 = 2,17. Тогда S* zP/2 = 3,245*2,17 = 7,042.
Таблица 1.5
Значения P – процентных точек нормированной функции Лапласа
	P*100%
	90
	95
	96
	97
	98
	99

	zP/2
	1,65
	1,96
	2,06
	2,17
	2,33
	2,58


Согласно критерия 2, не более одной разности 
[image: image67.wmf]x
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 может превзойти 7,042. Расчет значений 
[image: image68.wmf]x
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  показывает, что ни одно отклонение 
[image: image69.wmf]x
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 не превосходит 7,042. Следовательно, гипотеза о нормальности распределения данных подтверждается. Уровень значимости составного критерия: q
[image: image70.wmf]£

2% + 5% = 7%, т.е. гипотеза о нормальности распределения подтверждается при уровне значимости не более q = 7%.


Для приближенной проверке гипотеза о нормальности распределения экспериментальных данных 
[image: image71.wmf]i

x

 можно также использовать коэффициенты 
[image: image72.wmf]a

 и 
[image: image73.wmf]b

:
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Если A<
[image: image76.wmf]a

 / (2…3) и E<
[image: image77.wmf]b

 / (2…3), то распределение массива 
[image: image78.wmf]i

x

 можно считать нормальным.

A – коэффициент асимметрии:
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Коэффициент асимметрии характеризует скошенность графической функции плотности распределения вероятностей P(x).


E – коэффициент эксцесса:
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(1.2.7)

Коэффициент эксцесса характеризует степень остроты пика кривой Pн(x) в сравнении с P(x) для нормального распределения. Пример программы статистической обработки массива экспериментальных данных с приближенной проверкой гипотеза о нормальности распределения данных приведен в приложении.
1.3. Статистическая проверка гипотез
1.3.1. Проверка гипотез о равенстве дисперсий


При обработке экспериментальных данных часто требуется выяснить вопрос об однородности выборочных дисперсий, т.е. их равенстве.


Пусть для двух независимых выборок из нормальной генеральной совокупности с объемами n1 и n2 определены оценки 
[image: image82.wmf]2
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 и 
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Требуется проверить нулевую гипотезу о равенстве дисперсий.


Проверка производится при помощи критерия Фишера F.

Наблюдаемое значение критерия:
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Fн сравнивается с критерием Fк, которое определяется из табл. 1.6 для выбранной доверительной вероятности и n1 и n2. Если Fн >Fк, то выбранные данные не противоречат нулевой гипотезе.


При анализе выборочных данных могут выдвигаться гипотезы об однородности дисперсий в нескольких выборках. В этом случае можно использовать критерий Кохрена.

Наблюдаемое значение критерия GH определяется по формуле
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где Si2max – максимальная оценка дисперсии среди m сравниваемых дисперсий (все m выборок имеют одинаковый объём n).

Таблица 1.6
Критические значения критерия Фишера (P = 0,95)

	
	n1

	n2
	4
	6
	8
	10
	15
	20
	30
	40
	60

	4
	9,28
	9,10
	8,89
	8,81
	8,70
	8,66
	8,62
	8,59
	8,57

	6
	5,41
	5,05
	4,88
	4,77
	4,62
	4,56
	4,50
	4,46
	4,43

	8
	4,35
	3,87
	3,79
	3,64
	3,51
	3,44
	3,38
	3,34
	3,32

	10
	3,86
	3,48
	3,29
	3,18
	3,01
	2,94
	2,86
	2,83
	2,79

	15
	3,34
	2,85
	2,76
	2,65
	2,46
	2,39
	2,31
	2,27
	2,22

	20
	3,13
	2,74
	2,54
	2,42
	2,23
	2,16
	2,07
	2,03
	1,98

	30
	2,92
	2,53
	2,33
	2,21
	2,01
	1,93
	1,84
	1,79
	1,74

	40
	2,84
	2,45
	2,25
	2,12
	1,92
	1,84
	1,74
	1,69
	1,64

	60
	2,76
	2,37
	2,17
	2,04
	1,84
	1,75
	1,65
	1,59
	1,53


Критическое значение критерия определяется из табл. 1.7 в зависимости от принятой доверительной вероятности P, объёма выборок n и их числа m.
Таблица 1.7
Критическое значение критерия Кохрена (P = 0,95)
	m
	n

	
	4
	5
	6
	7
	8
	10
	17

	3
	0,798
	0,746
	0,707
	0,677
	0,653
	0,617
	0,547

	4
	0,684
	0,629
	0,589
	0,560
	0,537
	0,502
	0,437

	6
	0,532
	0,480
	0,445
	0,418
	0,398
	0,368
	0,314

	8
	0,438
	0,391
	0,359
	0,336
	0,319
	0,293
	0,246

	10
	0,373
	0,331
	0,303
	0,282
	0,267
	0,244
	0,203

	15
	0,276
	0,242
	0,219
	0,203
	0,191
	0,144
	0,143

	20
	0,220
	0,192
	0,174
	0,160
	0,150
	0,136
	0,111


Пример 1.4.

Проверить гипотезу о равенстве дисперсий в примере 4.3.

Решение: по формуле (4.1) определяем наблюдаемое значение Фишера P = 4,76/3,8 = 1,25. Из табл. 4.1 для P = 0,95 и n1 = n2 = 20 находим Pk =2,16, а для n1 = n2 = 30- Pk = 1,84. Искомое значение Pk для n1 = n2 = 25 находим линейной интерполяцией: Fk = (1,84+2,16)/2 = 2, так как FH < Fk.  Нулевая гипотеза о равенстве дисперсий принимается.

Пример 1.5
Из четырёх автоматов, настроенных на обработку коренных шеек коленчатых валов автомобиля ЗИЛ-130, взято по одной текущей выборке объёмом n = 10. Оценки дисперсий их размеров имели следующие значения: S12 = 106 мкм2; S22 = 294; S32 = 216; S42 = 410. Требуется определить, можно ли применить гипотезу об однородности дисперсий.

Решение: Согласно (4.2)


[image: image88.wmf].
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По табл. 1.7 для P = 0,95, n = 10 и m = 4 находим Gk = 0,502. Поскольку GH < Gk, то гипотезу о равенстве дисперсий можно применять.

1.3.2. Проверка гипотезы о равенстве средних значений

Пусть выборки наблюдений объёмом n1 и n2​ берутся из двух генеральных совокупностей с нормальным распределением, причём дисперсии генеральных совокупностей равны. Необходимо проверить гипотезу о равенстве средних (математических ожиданий). ПО данным выборок определяются оценки математических ожиданий и дисперсий:
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Объединённая оценка дисперсии генеральных совокупностей:
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(1.3.3)
Для проверки нулевой гипотезы вычисляется наблюдаемое значение критерия Стьюдента:
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(1.3.4)

Критическое значение критерия определяется для данной доверительной вероятности P и n = n1 + n2 по табл. 1.8.

При tH < tK гипотеза принимается, при tH > tK, она отвергается.

Таблица 1.8
Критические значения критерия Стьюдента
	
	Объём выборки, n

	tK при P=0,95
	3
	5
	8
	10
	15
	20
	25
	30
	40
	60

	
	4,303
	2,776
	2,365
	2,262
	2,145
	2,093
	2,064
	2,045
	2,021
	2,000


Пример 1.6

В одинаковых условиях был исследован износ 25 шин автомобилей ВАЗ-2106 и ВАЗ-2103. Результаты измерений показали, средний износ шин ВАЗ-2106 составляет 10,9 мкм, а ВАЗ-2103 – 9,8 мкм. Оценки дисперсий в обоих случаях соответственно S12 = 3,8 мкм2; S22 = 4,76 мкм2.

Необходимо установить, влияет ли марка автомобиля на величину износа шин.


Решение.
Согласно (4.3): 
[image: image92.wmf]19
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Согласно (4.4): 
[image: image93.wmf].
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По табл. 1.6 при P = 0,95 и n = 50 находим (интерполяцией) tK ≈ 2,0105. Поскольку tH < tk можно считать, что марка автомобиля не оказывает существенного влияния на износ шин.
2. ПРОВЕДЕНИЕ ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПЭВМ
2.1. Дисперсионный анализ
2.1.1. Однофакторный дисперсионный анализ

Эксперимент-система операций и (или) наблюдений, направленных на получение информации об объекте исследования. Составной частью эксперимента является опыт-воспроизведение исследуемого явления в определенных условиях при возможности регистрации и количественной оценки состояния или результатов функционирования исследуемого объекта. При этом механизм изучаемого процесса известен лишь частично или совсем неизвестен. Известны лишь переменные величины, воздействующие на объект исследования, и величины, характеризующие его состояние или результаты функционирования. Первые называют входными величинами или факторами, а вторые – выходными или откликом.

Дисперсионный анализ предназначен, главным образом, для выявления степени влияния контролируемых факторов на отклик. В зависимости от количества факторов, включенных в анализ, различают одно-, двух- и многофакторный дисперсионный анализ.

Проведение дисперсионного анализа возможно, если результаты являются независимыми случайными величинами, подчиняющимися нормальному закону распределения с одинаковыми дисперсиями.

При однофакторном дисперсионном анализе выявляется степень влияния одного фактора X на математическое ожидание отклика M(Y). Фактор может быть количественным (скорость движения автомобиля, его масса и т.д.) или качественным (модель автомобиля, марка шин и т.д.). В процессе эксперимента фактор поддерживают на n уровнях. На каждом уровне фактора проводится m дублирующих опытов. Значение m может быть одинаковым или разным для каждого из уровней. Результаты всех измерений удобно представить в виде таблицы, которую называют матрицей наблюдений (табл.2.1).

Вначале для каждой серии дублирующих опытов вычисляют оценки M(Y), равные 
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Таблица 2.1

Матрица наблюдений
	Номер уровня фактора
	Уровень фактора 
	Результаты наблюдений
	Число дублирующих опытов

	1
2

…

i

…
n
	X1

X2
…
Xi
…
Xn
	Y11, Y12, …, Y1j, …, Y1m
[image: image98.wmf]1


Y21, Y22, …, Y2j, …, Y2m
[image: image99.wmf]2


.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .
Yi1, Yi2, …, Yij, …, Yim
[image: image100.wmf]i


 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .
Yn1, Yn2, …, Ynj, …, Ynm
[image: image101.wmf]n


	m1

m2

…

mi
…
mn


Затем проверяют однородность ряда дисперсий 
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 для каждой пары при помощи критерия Фишера, если mi различны, или при помощи критерия Кохнера, если mi=const (см. метод. Указ. “Статистическая обработка результатов эксперимента с применением ПЭВМ”). После подтверждения гипотезы об однородности дисперсий можно приступать к анализу. При этом полагают, что результаты любого измерения Yij можно представить моделью:
Yij=µ+Јi+εij,

(2.1.2)

где µ – общая средняя; Јi – отклонение, вызванное изменением контролируемого фактора; εij – отклонение, вызванное неконтролируемыми факторами.

Задача дисперсионного анализа состоит в оценке существенности влияния изменения уровня фактора. Влияние неконтролируемых факторов, т.е. вклад εij,можно оценить средней дисперсией воспроизводимости:
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(2.1.3)
Общее рассеивание значений отклика, вызванное как контролируемым, так и неконтролируемыми факторами, оценивается полной (или общей) дисперсией:
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    (2.1.4)

Рассеивание значений отклика, вызванное контролируемым фактором, оценивается дисперсией:
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(2.1.5)

Для выявления степени влияния фактора X и сопоставления ее с разбросом, вызванным случайными, неконтролируемыми причинами, проверяют однородность дисперсий 
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, найденного для заданной доверительной вероятности P и числа степеней свободы 
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, то влияние фактора X несущественно, и все полученные результаты измерений принадлежат одной генеральной совокупности, распределенной нормально с параметрами 
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 и M(y), точечные оценки которых равны соответственно 
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 и µ. Чтобы определить FK по табл. 2.2, следует принять 
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. При FH>FK влияние фактора существенно. Считается, что в данном случае есть n нормально распределенных совокупностей, каждая из которых имеет одну и ту же дисперсию 
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Таблица 2.2

Критические значения критерия Фишера (P=0,95)
	m2
	m1

	
	4
	6
	8
	10
	15
	20
	30

	4

6

8

10

15

20

30

60

120
	9.28

5.41

4.35

3.86

3.34

3.13

2.92

2.76

2.68
	9.10

5.05

3.87

3.48

2.85

2.74

2.53

2.37

2.29
	8.89

4.88

3.79

3.29

2.76

2.54

2.33

2.17

2.09
	8.81

4.77

3.64

3.18

2.65

2.42

2.21

2.04

1.96
	8.70

4.62

3.51

3.01

2.46

2.23

2.01

1.84

1.75
	8.66

4.56

3.44

2.94

2.39

2.16

1.93

1.75

1.66
	8.62

4.50

3.38

2.86

2.31

2.07

1.84

1.65

1.55


Таблица 2.3

Критические значения критерия Кохнера (P=0,95)
	n
	m

	
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	3

4

5

6

7

8

10

12

15

20
	0.798

0.684

0.589

0.532

0.480

0.438

0.373

0.326

0.276

0.220
	0.746

0.629

0.544

0.480

0.431

0.391

0.331

0.288

0.242

0.192
	0.707

0.589

0.507

0.445

0.397

0.359

0.303

0.262

0.219

0.174
	0.677

0.560

0.478

0.418

0.373

0.336

0.282

0.244

0.203

0.160
	0.653

0.537

0.456

0.398

0.354

0.319

0.267

0.230

0.191

0.150
	0.633

0.518

0.439

0.382

0.338

0.304

0.254

0.219

0.182

0.142
	0.617

0.502

0.424

0.368

0.326

0.293

0.244

0.210

0.144

0.136


Пример. Требуется оценить качество пяти марок автомобильных шин. Критерием качества выбрана величина износа шин, эксплуатируемых в одинаковых условиях.

Решение. Марки шин ранжированы цифрами ряда 1…5. Результаты опытов приведены в матрице наблюдения (табл.2.4).

Таблица 2.4

Матрица наблюдений
	Номер уровня фактора марки шин
	Уровень 

фактора
	Значения величин износа в опытах, мм

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1

2

3

4

5
	X1
X2
X3
X4
X5
	0.72
0.15

0.45

1.20

0.58
	0.60
0.62

0.30

0.92

0.90
	0.65
0.22

0.50

0.72

0.70
	0.32
0.40

0.58

0.80

1.0
	0.80
0.25

0.48

1.0

0.48
	0.52
0.30

0.32

0.80

0.60


По формулам (2.1.1) определяем: 
[image: image121.wmf]i

y

=0,6; 0.32; 0.44; 0.91; 0.71; 
[image: image122.wmf]2

i

S

=0.028; 0.028; 0.012; 0.031; 0.04.

Однородность дисперсий проверяем при помощи критерия Кохнера:
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=0,04/(0.028+0.028+0.012+0.031+0.04)=0.291.

Согласно табл. 2.3, при m=6, n=5 и P=0.95, GK=0.507.

Поскольку GH<GK, то разницу между дисперсиями можно считать незначимой. Далее определяем:
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=0,0278; 
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=0,313.
Наблюдаемое значение критерия Фишера FH=0.313/0.0278=11.25.

Число степеней свободы 
[image: image127.wmf]x

f

=5-1=4; 
[image: image128.wmf]B

f

=30-5=25. По табл. 2.2 при P=0.95, m1=5 и m2=26. Находим FK
[image: image129.wmf]»

2.851. Поскольку FH>FK, то изменение величины износа при изменении марки шин следует считать значительным.

2.1.2. Двухфакторный дисперсионный анализ

При двухфакторном дисперсионном анализе при оценке степени влияния двух одновременно действующих факторов X1 и X2 предполагается, что каждый фактор изменяется независимо от другого. В процессе эксперимента первый фактор поддерживается на n уровнях, а второй – r. Для каждого сочетания i-го уровня фактора X1 и j-го уровня фактора X2 проводится mij дублирующих опытов. Результаты опытов заносятся в матрицу наблюдений (табл.1.5), где в (i, j)-й ячейке записывается в общем случае матрица наблюдений:
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(2.1.6)
Таблица 2.5

Матрица наблюдений
	X2

X1
	X21
	X22
	…
	X2j
	…
	X2r

	X11

X12
X1i
X1n
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На первом этапе для каждой ячейки вычисляются:
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 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]å
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(2.1.7)

Затем проверяется однородность полученного ряда дисперсий по критерию Кохнера. После подтверждения равенства дисперсий приступают к вычислениям средних по строкам и столбцам матрицы наблюдений (табл.2.6):
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(2.1.8)

Таблица 2.6

Таблица первичной обработки результатов наблюдений
	X2

X1
	X21
	X22
	…
	X2j
	…
	X2r
	Средние по строкам
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	Среднее по столбцам
	
[image: image177.wmf]1

y

¢


	
[image: image178.wmf]2

y

¢


	…
	
[image: image179.wmf]j

y

¢


	…
	
[image: image180.wmf]r

y

¢


	µ


Средняя дисперсия воспроизводимости:
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Дисперсия изменчивости отклика под влиянием фактора X1:
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(2.1.10)

Дисперсия изменчивости под влиянием фактора X2:
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Дисперсия за счет взаимодействия факторов X1 и X2:
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Значимость влияния факторов X1 и X2, а также их взаимодействия проверяется при помощи критерия Фишера, наблюдаемые значения критерия определяются по формулам:
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а критические – по табл. 2.2 согласно заданному значению доверительной вероятности P и числу степеней свободы: ƒ(x1)=n – 1; ƒ(x2)=r – 1;
ƒ(x1,x2)=(n – 1)(r – 1); ƒB=nr(m – 1); тогда m2=ƒB+1; m1=ƒ(x1)+1; m1=ƒ(xB)+1;

m1=ƒ(x1,x2)+1.
Пример. Требуется оценить влияние на износ автомобильных шин следующих факторов: давление воздуха в шинах – фактор X1 и скорости движения автомобиля – фактор X2. Результаты экспериментов приведены в табл. 2.7. В качестве отклика определялся износ шин 
[image: image186.wmf]i
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 в мм.
Таблица 2.7

Матрица и таблица обработки результатов эксперимента

	X1
X2
	Фактор X1 (давление в шинах, кгс/см2)
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	1.8
	1.85
	1.9
	1.95
	

	                 0.77

                 1.22

            70        1.03

                 1.16

Фактор           0.89

[image: image285.jpg]


X2             1.02
                 0.99

            80        1.06

(скорость        1.03

движения       1.05
[image: image286.png]


автомобиля,   0.90

км/ч).              1.07

            90        0.99

                  1.11

                  1.09

                  1.22

                  1.06

          100        0.92

                  1.25

                  1.09
	0.79

1.24

1.00

1.15

0.82
	0.80

0.92

0.81

1.24

1.01
	0.75

0.89

1.11

1.16

0.83
	0.9795

	
	1.03

0.90

0.98

1.05

1.04
	1.03

1.05

1.00

1.04

1.07
	0.98

1.04

1.07

1.06

1.01
	1.025

	
	1.09

1.12

1.01

1.04

0.91
	1.10

0.87

0.99

1.12

1.07
	1.08

1.01

0.86

0.99

1.09
	1.0255

	
	1.08

1.24

1.15

1.01

1.19
	1.09

1.18

0.86

0.98

1.21
	1.19

1.13

1.09

1.20

1.17
	1.1155
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                1.046
	1.042
	1.022
	1.0355
	1.0364


В результате расчетов получаем следующие значения критерия Фишера:

FH(x1)=0.156; FH(x2)=4.574; FH(x1,x2)=0.309.
Критические значения критерия Фишера определяем в соответствии с табл. 2.2 и числом степеней свободы: m1=ƒ(x1,x2)+1=10; m1=ƒ(x1)+1= ƒ(x2)+1=4; m2= ƒB+1=65.

По табл. 2.2 находим: FK(x1)=FK(x2)≈2.753; FK(x1,x2)≈2.033.

Сравнивая наблюдаемые и критические значения критерия Фишера, получаем, что на износ шин существенное влияние оказывает скорость движения автомобиля, а влияние давления воздуха в шинах (в исследуемых пределах давления P=1.8…1.95 кгс/см2) не оказывает существенного влияния на износ шин.

2.2. Корреляционный анализ
Основная задача корреляционного анализа – выявление значимости связи между значениями различных случайных величин. Если при наличии вероятностной зависимости между двумя величинами с изменением значения одной величины изменяется только математическое ожидание второй (и наоборот), а дисперсия, области возможных значений и тип закона распределения остаются неизменными, то для таких величин характерна корреляционная зависимость.

Пусть xi и yi – случайные переменные, имеющие нормальное распределение. Силу линейной статистической связи между ними можно оценить коэффициентом парной корреляции:
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(2.2.1)

Коэффициент R характеризует степень отклонения связи между xi и yi от линейной. Если |R| близок к 1, то эта связь линейна, т.е. 
[image: image190.wmf]b
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, причем знак R определяет знак коэффициента a. Если R >0, то a > 0 и при R < 0 a < 0.
3. ПРОВЕДЕНИЕ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА С ПОМОЩЬЮ ПЭВМ
3.1. Основные теоретические положения регрессионного анализа
Основная задача регрессионного анализа – установление вида и параметров зависимости математического ожидания отклика М(Y) от уровней одного или нескольких факторов Х, когда результаты эксперимента представлены в виде независимой выборки пар Х1, Y1; Х2, Y2; ...; Хn, Yn. Искомая функция называется моделью регрессионного анализа или регрессионной моделью Y на Х, а её параметры – коэффициентами регрессии.

Не существует стандартных, формализованных методов, позволяющих только на основании результатов эксперимента установить теоретическую регрессию – истинную функциональную зависимость, отражающую действительную связь между откликом и контролируемыми факторами, не искаженную влиянием погрешностей измерения и неконтролируемых факторов. Если нет теоретических соображений о виде регрессионной модели, то её обычно представляют в виде:



, 




(3.1)

где 

 = |Х1, Х2 ...Хк| – вектор значений факторов; (j – коэффициенты регрессии; fj(

) – базисные функции; е – аддитивная погрешность, подчиняющаяся нормальному распределению с математическим ожиданием, равным нулю, и с постоянной дисперсией, не зависящей от уровней фактора.

Вид регрессионной модели определяется по результатам проведения эксперимента. После реализации предварительного эксперимента по графику в координатах Х–Y (прил. 1) высказывается гипотеза о виде модели.

Неизвестные коэффициенты регрессии определяются методом наименьших квадратов – путем минимизации суммы квадратов отклонений измеренных значений отклика от получаемых с помощью регрессионной модели, т. е. путем минимизации функции:



, 



 (3.2)

где вj – оценка коэффициента регрессии (j; n – число наблюдений (опытов).

Рассматривая вj как переменные величины, приравниваем к нулю частные производные:



. 


(3.3)
После преобразования получаем систему линейных уравнений относительно искомых оценок вj:



, 
(3.4)
где суммирование производится по всем n опытам:



;

Y = Yg.



Решение системы нормальных уравнений (3.4) можно проводить любым известным способом (метод Гаусса и т. д.). Для оценки доверительного интервала и значимости полученных методов наименьших квадратов оценок коэффициентов регрессии вj, необходимо определить дисперсию воспроизводимости и дисперсию оценок вj.


Дисперсию воспроизводимости определяют обычно постановкой дублирующих опытов, по формуле



, 



(3.5)
где 


.


Дисперсия оценок j-го коэффициента регрессии:



, 




(3.6)
где  

 – оценка дисперсии воспроизводимости; Сjj – элемент матрицы Ф-1, обратной информационной. Информационная матрица Ф составляется из коэффициентов системы нормальных уравнений (3.4).

Ф = 

. 


(3.7)
Для проверки значимости полученных коэффициентов регрессии вычисляются наблюдаемые значения критерия Стьюдента:
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(3.8)
Эти значения критерия Стьюдента сравниваются с критическим tк (табл. 3.1) в соответствии с числом степеней свободы f=m–1, если опыты по определению остаточной дисперсии дублировались в одной из точек факторного пространства m раз, или f = n (m – 1), если в каждой из n точек факторного пространства дублирование проводилось одинаковое число раз. Если при выбранной доверительной вероятности Р tнj ( tк, то коэффициент вj считается статистически значимым.

Таблица 3.1

Критические значения критерия Стьюдента (Р = 0,95)

	m
	tк
	m
	tк
	m
	tк
	m
	tк

	3
	4,303
	9
	2,306
	15
	2,145
	25
	2,064

	4
	3,183
	10
	2,262
	16
	2,132
	30
	2,045

	5
	2,776
	11
	2,228
	18
	2,110
	40
	2,021

	6
	2,571
	12
	2,201
	20
	2,093
	60
	2,000

	7
	2,447
	13
	2,179
	22
	2,080
	120
	1,980

	8
	2,365
	14
	2,160
	24
	2,069
	
	1,960


Так как коэффициенты регрессии бывают связаны между собой, то после отбрасывания незначимого коэффициента вj необходимо провести коррекцию оценок остальных коэффициентов и их дисперсий в соответствии с формулами:



. 
(3.9)

Доверительные интервалы для значимых коэффициентов регрессии определяются неравенством:
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(3.10)


Проверка адекватности полученной регрессионной модели и функции отклика позволяет оценить правильность выбора вида модели. Для этого сопоставляется дисперсия воспроизводимости, полученная путем реализации дублирующих опытов, и остаточная дисперсия:
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(3.11)

где 
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 – полученное по уравнению регрессии значение отклика в g-ом опыте; Yg – измеренное значение отклика в том же опыте.


Сопоставление производится путем проверки гипотезы о равенстве дисперсий по критерию Фишера. Наблюдаемое значение критерия Фишера 

 сравнивается с табличным Fк (табл. 3.2), которое определяется в соответствии с выбранным значением доверительной вероятности и числами степеней свободы f1 = n – d и f2 = m – 1, где d – число параметров модели, m – число дублирующих опытов при определении 

. Условием адекватности модели и функции отклика является Fн < Fк.

Таблица3.2

Критические значения критерия Фишера (Р = 0,95)

	m2
	m1

	
	4
	6
	8
	10
	15
	20
	30
	40
	60

	4
	9,28
	9,10
	8,89
	8,81
	8,70
	8,86
	8,62
	8,59
	8,57

	6
	5,41
	5,05
	4,88
	4,77
	4,62
	4,56
	4,50
	4,46
	4,43

	8
	4,35
	3,87
	3,79
	3,64
	3,51
	3,44
	3,38
	3,34
	3,32

	10
	3,86
	3,48
	3,29
	3,18
	3,01
	2,94
	2,86
	2,83
	2,79

	15
	3,34
	2,85
	2,76
	2,65
	2,46
	2,39
	2,31
	2,27
	2,22

	20
	3,13
	2,74
	2,54
	2,42
	2,23
	2,16
	2,07
	2,03
	1,98

	30
	2,92
	2,53
	2,33
	2,21
	2,01
	1,93
	1,84
	1,79
	1,74

	40
	2,84
	2,45
	2,25
	2,12
	1,92
	1,84
	1,74
	1,69
	1,64

	60
	2,76
	2,37
	2,17
	2,04
	1,84
	1,75
	1,65
	1,59
	1,53



Пример. Определить коэффициенты регрессионной модели, отражающей зависимость радикальной силы Fy(Н) от поперечной подачи S (мм/дв.ход). В результате реализации эксперимента получены следующие данные:

	S(102
=
	2,5;
	3;
	3,5;
	4;
	4,5;
	5;
	5,5;
	6;
	6,5;
	7;
	7,5;
	8;
	8,5;
	9;
	9,5.

	Fy 
=
	50;
	60;
	67;
	75;
	85;
	86;
	93;
	95;
	100;
	98;
	104;
	103;
	106;
	107;
	108.


При каждом значении S проводился один опыт. Пять дублирующих опытов для оценки дисперсии воспроизводимости проводились при S = 0,05 мм/дв.ход. Получено, что 

 = 0,032. 

Решение. По виду кривой на рисунке предполагаем, что регрессионная модель имеет вид
Y = в0 + в1 Х + в2 Х2,

где 
Y = Fy ( 10-1;

х = S ( 102.




Рис. 3.1. Вид регрессионной модели


Базисные функции в данном случае имеют вид: f0 = 1; f1 = Х; f2 = Х2.

Тогда согласно (3.4), можем записать систему нормальных уравнений:



 


После вычисления сумм получим:





Решение системы дает: в0 = 0,0177; в1 = 2,4028; в2 = –0,1358. 
Информационная матрица в данном случае имеет вид:





Обратная матрица Ф-1:





Согласно (3.6) получаем:



S2(в0) = 0,032 ( 4,389 = 0,14;

S(в0) = 0,375;



S2(в1) = 0,032 ( 0,573 = 0,018;

S(в1) = 0,135;



S2(в2) = 0,032 ( 0,0039 = 0,000125;
S(в2) = 0,0111.


Согласно (3.8) получаем:



tн0 = 0,01175 / 0,375 = 0,047; 

tн1 = 2,4029 / 0,135 = 17,7;



tн2 = 0,1358 / 0,0111 = 12,19.


Для Р = 0,95 и m = 5 (табл. 3.1) находим tк= 2,776. Поскольку tн0<tк, то коэффициент регрессии в0 незначим и можно считать (0 = 0. Остальные коэффициенты являются значимыми. По формулам (3.9) получаем скорректированные значения коэффициентов регрессии:


































Согласно (10), 2,311 < (1 < 2,483; –0,1474 < (2 < –0,1252. Остаточная дисперсия, определяемая по (3.11), составляет 

 = 0,051. Наблюдаемое значение критерия Фишера Fn = 1,589. Табличное значение критерия определялось при f1 = 15 – 2 = 13; f2 = 5 – 1 = 4. В нашем случае m1 = 14 и m2 = 5. Критическое значение Fк = 6,68 определяется из табл. 3.2 методом интерполяции. Поскольку Fn < Fк, то полученная модель Fy = 2,397 ( S – 0,1363 ( S2 адекватно описывает зависимость радиальной составляющей силы от поперечной подачи.

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ С ПОМОЩЬЮ ПЭВМ
4.1. Методы поиска экстремумов функций одной переменной
4.1.1. Постановка задачи

В задачах экспериментальной оптимизации часто необходимо определить оптимальную точку факторного пространства при помощи предварительно построенной математической (регрессионной) модели процесса, т. е. необходимо найти экстремум (или экстремумы) некоторой функции F (х1, х2..., хп). Такая функция описывает (П + 1) - мерную поверхность. Соответственно - функция F(x) одного параметра х1=х описывает некоторую кривую на плоскости (рис. 4.1). Поиск экстремумов функций одной переменной является самостоятельной и часто встречаемой задачей. Кроме того, к нему сводится гораздо более сложная задача поиска экстремумов функций множества переменных.

В общем случае функция F(х) может иметь несколько (максимумов и - минимумов). Из них главный (т.е. оптимальное решение для исследуемого факторного пространства) называется глобальным.

Задача поиска экстремумов сводится к их локализации и уточнению значений х и F(x) в точке экстремума. В дальнейшем для функций одной переменной под экстремумом будем подразумевать максимум F(x). Поскольку максимуму функции F(x) соответствует минимум функции -F(х), то, сменив знак у F(x), приведенными программами поиска максимума можно пользоваться и для поиска минимума функций. Будем также полагать, что на изменения  переменной x (если это особо не оговорено) накладываются ограничения в виде неравенств а ≤ x ≤ b, где а и b  - границы интервала поиска. В пределах отрезка [a, b] функцию считаем унимодальной, т. е. содержащей максимум (рис. 4.2).


4.1.2. Метод равномерного поиска

Метод основан на том, что переменной x присваиваются значения x +∆x с шагом ∆x = const и вычисляются значения F(x). Если F(xп+1) > F(xп), переменной x дается новое приращение. Как только F(xп+1) станет меньше F(xп) поиск останавливается. При малой заданной, погрешности этот метод неэкономичен по затратам машинного времени.
4.1.3. Метод поразрядного приближения

Метод является разновидностью метода равномерного поиска и реализуется следующим алгоритмом:

1) Задаем начальное приближение x = х0   слева от максимума F(x) и вычисляем F(x0). Задаем D = h, где h = ∆x - начальный шаг поиска.

2) Полагаем G = F(xп), где вначале F(xп) = F(x0), задаем x = x + D  и вычисляем F(xп+1) = F(x).
3) Проверяем условия F(хП+1) > G, если оно выполняется, идем к п. 2, если нет - к п. 4.

4) Полагаем D = -D/4. Проверяем условия |D|>E/4, где Е - заданная погрешность вычисления xm в точке максимума. Если оно выполняется, идем к п. 2, т. е. обеспечиваем поиск максимума в другом направлении с шагом в 4 раза меньше прежнего, если данное условие не выполняется, заканчиваем счет.

4.1.4. Метод дихотомии

Метод дихотомии (деления интервала поиска [a, b]  пополам) реализуется следующим алгоритмом;

1) проверяем условие |b-a| < 2*E, где Е - заданная погрешность вычисления хм. Если это условие выполняется, идем к п. 6, если не выполняется, идем к п. 2;

2) делим интервал поиска [a, b] пополам и вычисляем

x1 = (a+b-Е)/2  и  x2=(a+b+E)/2;
3) для этих значений вычисляем F(x1) и F(x2);
4) проверяем условие F(x1) > F(x2). Если оно выполняется, полагаем b = x2 и идем к п. I, если не выполняется, идем к п. 5;
5) полагаем a = x1 и идем к п. 1;
6) выводим на печать xm=(a+b)/2 и F(xm).
4.1.5. Метод золотого сечения

Метод основан на делении отрезка [a, b] по правилу золотого сечения. Он позволяет сужать отрезок [a, b], каждый раз вычисляя лишь одно значение F(x), а не два, как в методе дихотомии.
Данный метод реализуется по следующему алгоритму:

1) определяем коэффициент  к = (
[image: image195.wmf]5

-1)/2 отрезка [a, b];
2) находим абсциссу x1 = а + (1-к)*(b-a) и вычисляем F(x1);
3) находим абсциссу x2 = a+к*(b-а) и вычисляем F(x2);
4) проверяем выполнение условия |x2-x1| < E. Если условие выполняется, вычисляем xm = (x1+x2)/2 и F(xm). Если данное условие не выполняется, идем к п. 5;
5) проверяем условие F(x1) < F(x2). Если оно выполняется,
полагаем a = x1, x1 = x2 и F(x1) = F(x2), после чего выполняем п. 3 и п. 4;

6) Если F(x1) ≥ F(x2), полагаем b = x2, x2 = x1, F(x2) = F(x1) после чего выполняем п. 2 и п. 4.

4.1.6. Метод квадратичной интерполяции – экстраполяции

Метод заключается в замене F(x) в промежутке x1 ± h квадратической параболой, экстремум которой вычисляется аналитически. 
После приближенного нахождения экстремума 
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и повторить поиск. Таким образом, с помощью итерационной, процедуры значение xm уточняется до получения его с заданной погрешностью ε. Метод обеспечивает поиск как максимума, так и минимума F(x), в том числе для случая F(x) = 0, причем точка xm может лежать в интервале х1 ± h (интерполяция) и быть вне его (экстраполяция).
Алгоритм реализации этого метода следующий:
1) задаем начальное приближение x1 для xm и вычисляем два смежных значения аргумента F(х);

x0 = x1 - h  и  x2 = x1 + h, где h - полуинтервал интерполяции – экстраполяции;
2) вычисляем три значения F(x): F(x0) =F0,  F(x1) = F1 и  F(x2) = F2;

3) находим коэффициенты:
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параболы  у(x) = x2+bx+c, проходящей через выбранные три узла и по ним вычисляем аналитически положение экстремума
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4) проверяем выполнение условия 
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. Если оно не выполняется, задаем 
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 и идем к п.1. Если выполняется, считаем
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найденным с заданной погрешностью ε, вычисляем F(xm) и останавливаем счет.

4.1.7. Сравнение методов

Сравнение методов одномерной оптимизации показывает, что для простой функции F(x) например вида (4.1.1), они обеспечивают примерно одинаковое время поиска. Исключением является последний метод, имеющий время поиска примерно в 2,5 раза меньше. В большинстве случаев для гладких F(x) метод квадратичной интерполяций - экстраполяции дает заметный выигрыш во времени вычислений. Удобно и то, что он без всякой перестройки программ обнаруживает как максимумы, так и минимумы F(x), причем даже за пределами первоначально заданного интервала поиска. Преимущество метода золотого сечения перед методами поразрядного приближения и дихотомии при простых функциях не выявляется, поскольку программная реализация первого метода сложнее и необходимо выполнение ряда вспомогательных операций.
Однако при сложных функциях метод золотого сечения может давать существенный выигрыш во времени.

Для поиска экстремумов пользуются также методом чисел Фибоначчи, однако особым преимуществом перед методом золотого сечения он не обладает.
4.2.  Многомерная оптимизация
4.2.1. Постановка задачи

Многомерная оптимизация заключается в поиске экстремумов функции многих переменных F(x1,x2…,xп. Из всего многообразия методов многомерной оптимизации ограничимся рассмотрением трех относительно просто реализуемых на ПЭВМ методов поиска минимума F(x1,x2…,xп). 

4.2.2. Метод координатного спуска

Метод заключается в поочередном поиске минимума по координате x1, затем x2 и т.д. Поиск ведется с одинаковым шагом, который уменьшается после нахождения всех значений 
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Таким образом, алгоритм реализации этого метода подобен алгоритму метода поразрядного приближения и лишь дополняется циклом задания переменных x1,x2…,xп, внутри которого оценивается погрешность нахождения xim для каждой переменной.
4.2.3. Метод спирального координатного спуска

Метод отличается от рассмотренного выше лишь тем, что шаг h меняется каждый раз при переходе от поиска минимума по одной переменной к поиску минимума по другой переменной. В трехмерном пространстве это напоминает спуск в впадину по спирали. Обычно этот метод дает некоторое сокращение времени поиска.

4.2.4. Метод координатного спуска с квадратичной интерполяцией – экстраполяцией

Метод основан на последовательном поиске минимума каждой переменной с применением для этого метода квадратичной интерполяции - экстраполяции (раздел 4.1.6). 
4.2.5. Применение методов многомерной оптимизации для решения систем уравнений
Если дана система уравнений
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то поиск минимума функций: 
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 дает неизвестные этой системы.

5. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА ПРИ МНОГОФАКТОРНОМ РЕГРЕССИОННОМ АНАЛИЗЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ППЭВМ
5.1. Основные принципы и понятия при планировании многофакторного эксперимента

Основной принцип, положенный в основу теории планирования эксперимента, - получение максимума информации при минимальных затратах времени и средств на эксперимент.

Для получения исчерпывающей информации о свойствах функции отклика необходимо проведение опытов во всех точках области экспериментирования. В противном случае всегда существует возможность не выявить некоторую особенность поверхности отклика. Указанную разновидность эксперимента называют экспериментом с полным перебором всех входных состояний. Такой эксперимент, в принципе, нереализуем, так как число входных состояний бесконечно велико.

В теории планирования эксперимента сознательно отказываются от эксперимента, близкого по конструкции к эксперименту с полным перебором входных состояний. Выбор числа уровней варьирования по каждому фактору непосредственно связывается с выбором модели, аппроксимирующей функцию отклика. В частности, при наиболее распространенных полиномиальных регрессионных моделях выбор числа уровней варьирования факторов определяется степенью аппроксимирующего полинома.

При отсутствии априорной информации о свойствах функции отклика нет смысла сразу строить сложную математическую модель объекта, так как это потребует значительных затрат времени и средств. Поэтому теория планирования эксперимента рекомендует, как правило, начинать с простейшей модели, соответствующей имеющейся априорной информации, что требует проведения сравнительно небольшого числа опытов. Если проверка показывает, что полученная простейшая модель пригодна, то эксперимент заканчивается. Если же модель непригодна, реализуется следующий этап (цикл) эксперимента, позволяющий получить более сложную модель, которую также проверяют на адекватность. Если в этом случае проверка указывает на неадекватность, то цикл эксперимента повторяют с целью получения еще более сложной модели.

Проверка адекватности построенной модели и другие проверки производятся с помощью статических критериев, за счет чего формализуется процедура принятия решений после каждого этапа исследования, облегчается работа экспериментатора и риск принятия необоснованных "волевых" решений при подгонке результатов эксперимента под теоретическую концепцию исследователя. При проверке адекватности проводится сопоставление систематической погрешности аппроксимации с погрешностями, связанными с влиянием неконтролируемых факторов и случайными ошибками измерений.
5.2. Определение вида линейной по параметрам многофакторной модели (последовательное планирование)

Предполагается, что в общем случае модель может иметь вид
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Порядок модели до опыта неизвестен. В данном случае применяют последовательное планирование эксперимента.

На первом этапе выдвигается гипотеза о линейности модели, т. е. 
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где
k - число факторов.

Затем реализуется эксперимент, необходимый для определения ее параметров. Проверяется адекватность линейной модели (для этого число сочетаний уровней факторов должно быть больше их количества). Если линейная модель неадекватна, то выдвигается гипотеза о значимом влиянии взаимодействия факторов, сначала парных, затем тройных и т. д.:
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Вычисляются параметры данной модели и производится проверка её адекватности. Если модель типа (5.2.3) неадекватна, то выполненные ранее опыты дополняют новой серией, позволяющей вычислить коэффициенты aii квадратичной модели. Если неадекватной является и модель второго порядка, то следует переходить к планированию третьего порядка. Однако последнее делается очень редко и поэтому в данных указаниях не рассматриваются.

С целью облегчения обработки результатов эксперимента факторы нормализуют. Для определения параметров линейной модели достаточно в опыте каждый фактор фиксировать на одном из двух уровней: верхнем или нижнем. Верхним уровнем фактора называется его большее значение, а нижним - меньшее. Верхний уровень нормализованного фактора обозначается (+1), (-1).

Эксперимент, в котором используются все возможные сочетания уровней факторов, называют полным факторным экспериментом (ПФЭ). Когда число уровней каждого фактора равно 2, то число опытов ПФЭ составляет N = 2к, где N - число опытов (или серий параллельных опытов).

План проведения эксперимента и его результаты записываются в виде таблицы, которая называется матрицей планирования (МП). Если результаты эксперимента в таблице не записываются, то такая таблица, содержащая только уровни факторов, называется факторным планом (ФП). Определение параметров нормализованной линейной модели производится по формулам
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  где
аi - параметры нормализованной модели;


i = 1, 2, 3, ..., К - номер фактора;


u - 1, 2, 3, ..., N - номер опыта (или серии опытов);


К - число факторов;


N - число опытов;


Хiu - значение Хi в u - ом опыте.


Таким образом, способ расчета параметров модели очень прост: к столбцу Yu следует приписать знаки соответствующего столбца Хi, алгебраически сложить значение отклика и результат разделить на число опытов матрицы планирования. Важно подчеркнуть, что для подсчета параметра аi используется только столбец Хi, т. е. все параметры определяются независимо друг от друга.


Все параметры линейной модели определяются с одинаковой дисперсией:
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  где
Sв2 - дисперсия воспроизводимости.

Если в каждой серии производилось по m параллельных опытов, то
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  где 
N - число серий опытов в плане;


u - номер серии опытов;


j - номер опыта в серии;
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 - среднее значение отклика в u-й серии опытов.


Если каждому u соответствует один опыт, то для определения дисперсии воспроизводимости в центре плана проводится серия из m опытов. Тогда
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Доверительный интервал для параметров линейной модели:
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Параметр считается статически значимым, если его абсолютная величина больше доверительного интервала: \SYMBOL 124 \f "Symbol"аi\SYMBOL 124 \f "Symbol" > \SYMBOL 124 \f "Symbol"

\SYMBOL 68 \f "Symbol"аi\SYMBOL 124 \f "Symbol". Значение критерия Стьюдента  t(P, mN)  определяется  из  табл. 5.1 [3].  При  N = 8 и Р = 0.95, tк = 2,365. Статистические незначимые параметры считаем равными нулю.


Остаточная дисперсия (или дисперсия адекватности) для линейной модели определяется по одной из следующих формул. Если каждый опыт плана проводился только по одному разу, то
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  где
k - число факторов;


N - число опытов в матрице планирования.


Если каждый опыт в матрице планирования повторялся m раз, то
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   где
j - номер опыта в серии.

Затем   определяется   наблюдаемое   значение   критерия   Фишера  Fн = S02 / Sв2. Если S02 найдено по (5.2.9), то Sв2 следует определить по (5.2.7), а если по (5.2.10), то Sв2 определяется по (5.2.6).


Критическое значение критерия Фишера Fн определяется по табл. 7 [3] в зависимости от доверительной вероятности Р, число параллельных экспериментов в серии m(m2) и m1 - N - k - 1. В случае, если S02 определяется по (5.2.9), то m2 - это число параллельных опытов, проведенных при хi = 0 для определения дисперсии воспроизводимости.


Если Fн < Fк, то модель адекватна. При Fн > Fк следует переходить к следующему этапу планирования.


Для проверки адекватности полученной модели можно также использовать опыты в центре плана, когда все факторы поддерживались на основном уровне.


Наблюдаемое значение критерия Стьюдента
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По табл. П. 1 [3] определяем критическое значение критерия tк(N; Р) при N = 8, Р = 0,95 tк = 2,365. Если tн > tк, значит полученная модель неадекватна, т. е. разницу между наблюдаемым значением отклика и расчетным нельзя считать статистически незначимой. Следует переходить к следующему этапу планирования. 


Так как число опытов при ПФЭ больше числа параметров линейной модели, можно определить эффекты взаимодействия факторов, которые характеризуют влияние данного фактора в зависимости от уровней других. Пример математической модели с эффектом парного взаимодействия:

Y = B0 + B1X1 + B2X2 + B3X3 + B12X1X2 + B13X1X3 + B23X2X3.

Для определения параметров таких моделей нужно построить расширенную матрицу планирования (для трехфакторного эксперимента приведена в табл. 5.2.1). Знаки в столбцах взаимодействий получаются путем перемножения единиц со знаками соответствующих сомножителей.


Вычисление параметров нормализованной математической модели с парными взаимодействиями производится по формулам:
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Знаки произведений ХiХj находятся в соответствующих столбцах расширенной матрицы планирования. Таким образом, метод вычисления параметров модели с учетом взаимодействия факторов принципиально аналогичен методу вычисления параметров линейной модели. 

Таблица 5.2.1

Расширенная матрица ПФЭ 23

	U
	X0
	X1
	X2
	X3
	X1X2
	X1X3
	X2X3
	X1X2X3
	Yu

	1
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	Y1

	2
	+
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	-
	Y2

	3
	+
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	-
	Y3

	4
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	Y4

	5
	+
	+
	+
	-
	+
	+
	+
	-
	Y5

	6
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	+
	+
	Y6

	7
	+
	+
	-
	-
	-
	+
	-
	+
	Y7

	8
	+
	-
	-
	-
	+
	-
	-
	-
	Y8



Из параллельных опытов в центре плана находим дисперсию воспроизводимости Sв2, дисперсию определения параметров модели S2(а), доверительный интервал значений параметров \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а) и статически значимые параметры а. Так же как ранее проверяем адекватность данной модели. Если данная модель неадекватна, то, чтобы получить модель второго порядка, к плану проведенных опытов, который называется "ядром" эксперимента, добавляется некоторое количество специальным образом расположенных точек. Такой план называется центральным (т. к. центр плана является центром симметрии для всех его точек) и композиционным, т. е. последовательно строящимся.


Общее число опытов при К факторах 

N = N1 + 2K + n0,

   где
N - число опытов ядра плана;


2К - число "звездных" точек; 


n0 - число опытов в центре плана.


Число уровней варьирования каждого фактора в данном случае равно 5: -\SYMBOL 97 \f "Symbol"; -1; 0; 1; \SYMBOL 97 \f "Symbol". Для облегчения вычислений и, главное, для того, чтобы параметры модели определялись независимо, план должен быть ортогональным. Это достигается введением вместо Хi2 нового нормализованного фактора
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   где
u - номер опыта;
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 - среднее значение Хi2, которое при числе факторов К = 3 равно 


        0,73.


Кроме того, выбираем "звездное" плечо \SYMBOL 97 \f "Symbol" по табл. 5.23 [3]. При n = 1, К = 3 и N = 8, \SYMBOL 97 \f "Symbol" = 1,215. В силу ортогональности планирования все параметры нормализованной модели второго порядка определяются независимо друг от друга:
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В числителях данных формул находятся суммы произведений значений отклика и значений нормализованного фактора в соответствующем столбце, а в знаменателе сумма квадратов значений нормализованных факторов из соответствующих столбцов.


Дисперсия оценок параметров модели находится по формулам
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Доверительные интервалы для параметров модели определяются при помощи критерия Стьюдента

\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" t(P, N) S(a) ,                                  (5.2.15)

  где
\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а) - доверительный интервал для параметра а;


S(a) - стандартное отклонение параметра а.


Сравнивая их со значениями параметров, находим статически незначимые параметры а.


Проверку адекватности модели производим при помощи критерия Стьюдента в трех точках (0; 0; 0), (+1; +1; +1), (-1; -1; -1).


Критическое значение критерия tк(P, N) определяем из табл. П. 1 [2] для К = 15 и Р = 0,95 tк = 2,145. Если во всех случаях tн < tк, то модель адекватна.


Пример 5.2.1. Необходимо построить математическую модель зависимости предела прочности алюминиевого сплава от содержания в нем лития, температуры и времени старения.


Уровни факторов приведены в табл. 5.2.2.
Таблица 5.2.2

Условия эксперимента

	Пределы
	Факторы (обозначения)

	варьирования
	Содержание

лития, % (Х1)
	Температура старения, \SYMBOL 176 \f "Symbol"С(Х2)
	Время старе-ния, час (Х3)

	Основной уровень (О)
	1
	175
	4

	Шаг варьирования \SYMBOL 68 \f "Symbol"х
	0,5
	25
	2

	Верхний уровень (+1)
	1,5
	200
	6

	Нижний уровень (-1)
	0,5
	150
	2

	Звездная точка (+\SYMBOL 97 \f "Symbol")
	1,6
	205
	6,4

	Звездная точка (-\SYMBOL 97 \f "Symbol")
	1,4
	145
	1,6



Был реализован ПФЭ типа 23, состоящий из 8 опытов (табл. 5.2.3).


По результатам эксперимента были рассчитаны параметры модели первого порядка с взаимодействиями:
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Аналогично  получено  а2 = -2;  а3 = 0;  а12 = 3,75;  а23 = -6,5;  а13 = -1,75; а123 = -1,75.


Из параллельных опытов в центре плана установлено, что Sв2 = 4. Тогда  дисперсия  определения  параметров  линейной  модели  будет

  S2(а) = 
[image: image241.wmf]1

8

 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 4 = 0,5; S(а) = 0,71.

Таблица 5.2.3

МППФЭ 23
	N
	X0
	X1
	X2
	X3
	X1X2
	X1X3
	X2X3
	Y(\SYMBOL 116 \f "Symbol"в)

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	25

	2
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	20

	3
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	38

	4
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	41

	5
	+1
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	45

	6
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	26

	7
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	25

	8
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	28



Доверительный интервал значений параметров \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,365 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 0,71 = = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 1,672. Следовательно, все параметры, кроме а3, будут статистически значимыми.


Для проверки адекватности полученной модели были использованы опыты в центре плана, когда все факторы поддерживались на основном уровне. При этом значение отклика Y(0; 0; 0) = 28. Вычисленное согласно модели значение отклика Y = а0 = 31. Наблюдаемое значение критерия Стьюдента
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По табл. П.1 [2] критическое значение критерия при доверительной вероятности Р = 0,95 и Р = 0,99 составляет tк(8; 0,95) = 2,365 и tк(8; 0,99) = = 3,5. В обоих случаях tн > tк, значит, полученная модель неадекватна. Поэтому реализованная матрица планирования была дополнена звездными точками с плечом 1,215. Всего дополнительно было проведено шесть опытов. Окончательная матрица ЦКП представлена в табл. 5.2.4, в которой вместо Хi2 введены столбцы Хi\SYMBOL 162 \f "Symbol" = Хi2 - 0,73.


По результатам экспериментов рассчитываются параметры модели второго порядка:
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Таблица 5.2.4

МЦКОП второго порядка

	N
	Х0
	Х1
	Х2
	Х3
	Х1Х2
	Х1Х3
	Х2Х3
	Х1\SYMBOL 162 \f "Symbol"
	Х2\SYMBOL 162 \f "Symbol"
	Х3\SYMBOL 162 \f "Symbol"
	Yu

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	0,27
	0,27
	0,27
	25

	2
	+1
	- 1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	0,27
	0,27
	0,27
	20

	3
	+1
	+ 1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	0,27
	0,27
	0,27
	38

	4
	+1
	- 1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	0,27
	0,27
	0,27
	41

	5
	+1
	+ 1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	0,27
	0,27
	0,27
	45

	6
	+1
	- 1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	0,27
	0,27
	0,27
	26

	7
	+1
	+ 1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	0,27
	0,27
	0,27
	25

	8
	+1
	- 1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	0,27
	0,27
	0,27
	28

	9
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-0,73
	-0,73
	-0,73
	28

	10
	+1
	+1,215
	0
	0
	0
	0
	0
	0,745
	-0,73
	-0,73
	30

	11
	+1
	-1,215
	0
	0
	0
	0
	0
	0,745
	-0,73
	-0,73
	36

	12
	+1
	0
	+1,215
	0
	0
	0
	0
	-0,73
	0,745
	-0,73
	26

	13
	+1
	0
	-1,215
	0
	0
	0
	0
	-0,73
	0,745
	-0,73
	30

	14
	+1
	0
	0
	+1,215
	0
	0
	0
	-0,73
	-0,73
	0,745
	24

	15
	+1
	0
	0
	-1,215
	0
	0
	0
	-0,73
	-0,73
	0,745
	32

	\SYMBOL 229 \f "Symbol"Х2
	15
	10,95
	10,95
	10,95
	8
	8
	8
	4,36
	4,36
	4,36
	


Аналогично, 
 а12 = 3,75; а23 = -6,5; а13 = -1,75; а11 = 3,21; а22 = -0,172; а33 = -0,172.
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Дисперсии оценок параметров:

S2(а1) = S2(а2) = S2(а3) = 4 / 10,95 = 0,365;

S2(а12) = S2(а13) = S2(а23) = 4 / 8 = 0,5;

S2(а0) = 4 / 15 +3 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 0,918 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 0,73 = 1,735.


Доверительные интервалы оценок параметров:

\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а1) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а2) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а3) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,145 
[image: image247.wmf]×

0

365

,

 = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 1,3;

\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а12) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а13) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а23) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,145 
[image: image248.wmf]×

0

5

,

 = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 1,5;

\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а11) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а22) = \SYMBOL 68 \f "Symbol"(а33) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,145 
[image: image249.wmf]×

0

918

,

 = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,06;

\SYMBOL 68 \f "Symbol"(а0) = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,145 
[image: image250.wmf]×

1

735

,

 = \SYMBOL 177 \f "Symbol" 2,84.


Сравнивая их со значениями параметров, приходим к выводу, что параметры а1, а3, а22, а33 являются статистически незначимыми. Тогда получаем нормализованную модель:

Y = 28,2 - 1,9Х2 + 3,75Х1Х2 - 1,75Х1Х3 - 6,5Х2Х3 + 3,2Х12.


Проверку адекватности модели производим при помощи критерия Стьюдента в трех точках (0; 0; 0), (1; 1; 1) и (-1; -1; -1):
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Критическое значение критерия для N = 15 и Р = 0,95; tк = 2,145. Так как во всех случаях tн < tк, то модель адекватна. Натуральная модель с использованием значений нормализованных факторов
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откуда

Y = 8,8 - 7,11Х1 + 0,144Х2 + 24Х3 + 0,3Х1Х2 - 1,75Х1Х3 - 0,13Х2Х3 + 12Х12.

5.3. Определение параметров многофакторной модели с использованием некомпозиционных планов


Для моделей с числом факторов более двух можно использовать некомпозиционные планы второго порядка, в которых каждый фактор варьируется на трех уровнях (-1; 0; 1). Эти планы представляют собой определенные выборки строк из плана ПФЭ 3к. Их достоинством является меньшее число опытов по сравнению с ротатабельными планами и большая надежность по сравнению с насыщенными. Параметры этих моделей определяются по следующим формулам:
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Дисперсии параметров модели:
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Пример 5.3.1. Необходимо установить зависимость показателя стойкости центровочных сверл из Р6М5 диаметром 4 мм от трех факторов: угла в плане 2\SYMBOL 106 \f "Symbol", заднего угла \SYMBOL 97 \f "Symbol" и толщины сердцевины S. Испытания проводились на сверлильном станке при обработке стали 45 со скоростью резания 20,7 м/мин и подачей 0,063 мм/об до момента поломки сверла. Количество отверстий, просверленных до поломки сверла, принять за показатель его стойкости. Уровни факторов и расширенная матрица планирования с результатами опытов приведены соответственно в табл. 5.3.1 и 5.3.2.
Таблица 5.3.1

Условия эксперимента

	Уровень

фактора
	Факторы (их обозначения)

	
	2\SYMBOL 106 \f "Symbol"(х1)
	\SYMBOL 97 \f "Symbol"(х2)
	S(х3)

	Верхний (+1)
	151
	36
	1,4

	Средний (0)
	147
	32
	1,2

	Нижний (-1)
	143
	28
	1,0


Расчет параметров модели

а0 = (1214 + 1201 + 1185) \SYMBOL 215 \f "Symbol" 3 + 1200;

а1 = 0,125 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (751 + 827 - 1298 - 1520 + 1287 + 974 - 1844 - 1668) = -311,37;

а2 = 0,125 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (751 - 827 + 1298 - 1520 + 1042 + 544 - 961 - 973) = -76,25;

а3 = 0,125 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (1287 - 974 + 1844 + 1042 - 544 + 961 - 937) = 126,37;

а12 = 0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (751 - 827 - 1298 + 1520) = 36,5;

а13 = 0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (1287 - 974 - 1844 + 1668) = 34,25;

а23 = 0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (1042 - 544 - 961 + 937) = 118,5;

L1 = (1214 + 1201 + 1185) / (3 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 2) = 600;

L2 = -0,0625 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 2 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (751 + 827 + 1298 + 1520 + 1287 + 976 + 1844 + 1668 +

+ 1042 + 544 + 961 + 937) = -1706,62;

L2 - L1 = - 1706,62 - 600 = -2306,62;

а11 = 0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (751 + 827 + 1298 + 1520 + 1287 + 974 + 1844 + 1668) - 2306,62 = = 235,63;

а22  =  0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol"  (751 + 827 + 1298 + 1520 + 1042 + 544 + 961 + 937) - 2306,62  =  = -336,62;

а33 = 0,25 \SYMBOL 215 \f "Symbol" (1287 + 974 + 1844 + 1668 +  1042 + 544 + 961 + 937) - 2306,62 =

= 7,63.

Дисперсии параметров модели:

S2(а0) = 70,33;  S2(аij) = 52,75;

S2(аi) = 26,375;  S2(аii) = 70,333.
Таблица 5.3.2

Расширенная матрица некомпозиционного плана

	U
	Х0
	Х1
	Х2
	Х3
	Х1Х2
	Х1Х3
	Х2Х3
	Х12
	Х22
	Х32
	Yu

	1
	+1
	+1
	+1
	0
	+1
	0
	0
	+1
	+1
	0
	751

	2
	+1
	+1
	- 1
	0
	- 1
	0
	0
	+1
	+1
	0
	827

	3
	+1
	-1
	+ 1
	0
	- 1
	0
	0
	+1
	+1
	0
	1298

	4
	+1
	-1
	- 1
	0
	+1
	0
	0
	+1
	+1
	0
	1520

	5
	+1
	+1
	0
	+1
	0
	+1
	0
	+1
	0
	+1
	1287

	6
	+1
	+1
	0
	- 1
	0
	- 1
	0
	+1
	0
	+1
	974

	7
	+1
	-1
	0
	+ 1
	0
	- 1
	0
	+1
	0
	+1
	1844

	8
	+1
	-1
	0
	- 1
	0
	+1
	0
	+1
	0
	+1
	1666

	9
	+1
	0
	+1
	+1
	0
	0
	+1
	0
	+1
	+1
	1042

	10
	+1
	0
	+1
	- 1
	0
	0
	- 1
	0
	+1
	+1
	544

	11
	+1
	0
	-1
	+ 1
	0
	0
	- 1
	0
	-1
	+1
	961

	12
	+1
	0
	-1
	- 1
	0
	0
	+1
	0
	+1
	+1
	937

	13
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1214

	14
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1201

	15
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1185


Доверительные интервалы для параметров модели:
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Значение критерия t определяется из табл. П.1 [2] при доверительной вероятности Р = 0,95.


Сравнив значения доверительных интервалов со значениями параметров модели, устанавливаем, что все параметры, статически значимы. Округляя их значения, согласно доверительным интервалам, получаем окончательно нормализованную модель Y = 1200 - 310х1 - 75х2 + + 125х3 + 35 (х1х2 + х1х3) + 120 х2х3 + 235 х12 - 335х22 + 7х32.

6. НАХОЖДЕНИЕ КРАТЧАЙШЕГО ПУТИ И ВЫБОР ОПТИМАЛЬНОЙ СХЕМЫ АВТОБУСНЫХ МАРШРУТОВ С ПОМОЩЬЮ ПЭВМ
6.1. Задача нахождения кратчайшего пути

6.1.1. Моделирование транспортных сетей

При планировании перевозок, возникает необходимость в определении кратчайших расстояния между АТП, пунктами производства и потребления. Кроме того, кратчайшие расстояния являются основой при оплате клиентами транспортных услуг. Они необходимы также для определения грузооборота АТП, учета расхода топлива, расчета заработной платы водителей и т.п. Для нахождения оптимального решения в данной задаче в качестве исходных данных необходима транспортная сеть, отражающая транспортные связи между точками города (местности). Модель такой сети может бить представлена в виде графа.
Граф – это фигура, состоящая из точек (вершин) и отрезков
(ребер), их соединяющих (рис. 6.1.1). Ребра характеризуются числами,
которые могут иметь различный физический смысл.
[image: image267.png]



Рис. 6.1.1. Граф транспортной сети
Ребра, ориентированные по направлению, называется дугами. В зависимости от того, вое или часть ребер имеет направление, граф является ориентированным или смешанным. Граф, каждая вершина которого может быть соединена некоторой последовательностью ребер с любой другой его вершиной, называется связным графом. 
Граф, моделирующий транспортную сеть, обязательно должен быть связным, чтобы всегда был путь из любой вершины в любую другую. Числа, характеризующие ребра такого графа, выражают протяженность пути, время или стоимость проезда. Моделирование транспортной сети начинают с размещения вершин. Вершины присваивает точкам города, соответствующим основным грузообразующим и грузопоглащающим пунктам, центрам крупных жилых кварталов, пересечениям улиц.
В условиях крупного города при оперативном планировании перевозок необходимо быстро определить расстояния, между большим числом поставщиков, потребителей и автохозяйств. Если вести расчеты на ПЭВМ, то для хранения таблиц расстояний потребуется слишком много памяти. Поэтому для сокращения размеров таблиц карту города разбивают на микрорайоны. Построив для микрорайона таблицу кратчайших расстояний, легко определить расстояние между любыми точками города.

6.1.2 Определение кратчайшего пути на графе методом динамического программирования.

Существует целый ряд различных математических методов поиска кратчайшего пути. Наиболее эффективным для поиска кратчайшего пути на графа является метод динамического программирования.

В общем виде метод динамического программирования можно определить как метод оптимизации многошаговых процессов принятия решений. Метод заключается в том, что каждый i-й шаг оптимизируется не отдельно, а с учетом его последствий в перспективе, т.е. действия на весь последующий процесс, начиная с i -го шага. Причем принимается, что состояние процесса, достигнутое на предыдущих (i - 1) шагах уже оптимизировано и учитывается на i- м шаге. Из этого следует, что необходимо найти такой шаг, который не влиял бы на продолжение процесса и в то же время его можно было бы планировать как оптимальный. Таким шагом является окончание процесса. Поэтому при оптимизации процесса методом динамического программирования рассмотрение его начинается с конца процесса, что является особенностью этого метода.

Метод обладает следившими достоинствами:
1) упрощает поиск решения вариационных задач, а также резко сокращает объем вычислений в задачах с большим числом вариантов;

2) метод допускает широкое применение вычислительной техники, что
облегчает решение сложных задач.

      Однако метод обладает и одним существенным недостатком - отсутствием универсального алгоритма, который был бы пригоден для решения всех задач. Используемые в настоящее время алгоритмы динамического программирования объединены лишь общей идеей и в каждом конкретном случае разрабатывается применительно к условиям конкретной задачи.
Для расчета кратчайшего пути используется рекуррентное выражение:

fj = min (fi + fj),  j = 1,N,

где fj  - длина кратчайшего пути, соединяющего начальную и  j-ю вершины;    lij- длина дуги, соединяющей вершину i с вершиной j.

6.2. Выбор схемы автобусных маршрутов в городах

6.2.1. Постановка задачи

В основе решения задачи по выбору схемы автобусных маршрутов в городах лежат математические методы комбинаторного анализа. В данном случае используется предложенный З.А. Паршыковым метод с направленным отбором вариантов, который позволяет находить оптимальное решение в 95-98 случаях из 100.
Имеется транспортная сеть - улицы города, по которым возможно движение автобусов. Заданы крупнее пункты зарождения и погашения пассажиропотоков - узлы и соединявшие их участка   улиц - звенья транспортной системы. Установлены размеры пассажиропотоков между узлами заданной транспортной сети и типы автобусов, обслуживающие намечаемые линии их характеристики.
Требуется определить такую схему автобусных маршрутов, чтобы суммарные затраты времени пассажирами на ожидание, проезд и пересадки были минимальными. При этом на решение могут быть наложены следующие ограничения: использование вместимости автобусов должно быть не ниже заданного коэффициента, интервал между отправлениями автобусов на может превышать заданной величины, различной для разных линий, протяженность маршрута должна быть не меньше минимальной и не больше максимальной длины, которая задается заранее; маршруты не должны начинаться и заканчиваться в тех узлах, которые не могут быть использованы для организации конечных пунктов маршрутов, я другие ограничения, вытекающие из местных условий каждого конкретного города.

Исходя из указанной формулировки задачи выбора схемы автобусных маршрутов в городах, для ее решения необходимы следующие основные исходные данные:
1.
Карта города с транспортной сетью, состоящей из пунктов зарождения и погашения пассажиропотоков и улиц, соединяющих эти пункты, по которым возможно движение автобусов.
Под пунктами зарождения и погашения пассажиропотоков обычно поникают транспортные микрорайоны города. При разбивке города на микрорайоны в первую очередь используются естественные и искусственные рубежи (реки, железнодорожные линии и т.д.). Транспортные магистрали при этом, по возможности, должны быть осями симметрии микрорайона, площадь которого   в пределах 250-350 га, что обеспечивает подход пассажиров к остановочным пунктам не более, чем 700 метров. Поэтому при решении данной задачи принимается, что пешие переходы до и от остановки зависят не от схемы маршрутов и поэтому а расчетах не учитывается. На транспортной сети указывается длина каждого ее участка и время следования автобуса по этим участкам.
2. Размеры пассажиропотоков между всеми пунктами города, которые определяются на основе анкетного обследования пассажиропотоков, при этом в каждой анкете указывается, откуда и куда следует пассажир, что позволяет при обработке анкет определить соответствующие микрорайоны начала и окончания поездок пассажиров. Наиболее целесообразно маршрутную схему разрабатывать на основе трудовых и других поездок в утренние часы пик в зимнее время.

3. Используемая вместимость единицы подвижного состава с учетом заданного коэффициента заполнения, обеспечивавшего предоставление пассажирам необходимых удобств поездки.

4. Время, затрачиваемое одним пассажиром на пересадки в каждом пункте.

5. Максимальные (в некоторых случаях минимальные) интервалы движения автобусов.

6. Минимальный коэффициент использования вместимости автобусов по всей сети маршрутов в целом, обеспечивающий определенное эффективное использование имеющегося или планируемого парка автобусов.
6.2.2. Метод решения

Методику расчета схемы автобусных маршрутов в городе рассмотрим на условном, несколько упрошенном, примере. Упрощение состоит в том, что в примере не учитываются все возможные ограничения, которые могут быть в реальных условиях того или иного города, однако основные из них в данном примере заданы.
Транспортная сеть рассматриваемого примера представлена на рис. 6.2.1. Цифры в кружках означают номера пунктов; цифры в середине участков цепи указывает время движения автобусов по данному участку в минутах, а цифры в скобках - длину участка в километрах.
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Рис.6.2.1. Транспортная сеть
Пассажиропоток в расчетный период пик, принятый в данном примере, за один час, представлен в табл.6.2.1.
Эта таблица составляется на основе обработки результатов обследования пассажиропотоков.
Все маршруты обслуживается одним типом автобусов, вместимость каждого из которых c учетом коэффициента наполнения составляет 40 человек. Максимальный интервал между отправлениями автобусов задан равным Iмах = 12 минут. Время движения между пунктами в обе стороны принято равным, хотя в общем случае оно может быть различным.
Таблица 6.2.1
Корреспонденция пассажиропотоков в час пик
	Пункты отравления
	Пассажиропоток , чел.

	
	Пункты прибытия

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	-
	200
	60
	70
	56
	120
	70
	210

	2
	220
	-
	300
	350
	20
	130
	250
	190

	3
	60
	56
	-
	240
	540
	105
	30
	110

	4
	20
	350
	80
	-
	60
	10
	360
	30

	5
	70
	40
	600
	46
	-
	150
	80
	20

	6
	45
	85
	90
	50
	60
	-
	100
	40

	    7
	180
	235
	100
	520
	90
	250
	-
	85

	8
	335
	185
	25
	64
	40
	100
	70
	-


Время, затрачиваемое одним пассажиром на пересадку в каждом пункте, представлено в табл. 6.2.2,
Разработка маршрутов схемы состоит из нескольких этапов.
Этап I. Определение кратчайших (по времени) путей между пунктами (микрорайонами)
Таблица 6.2.2
Время, затрачиваемое пассажирами на пересадки
	№ пункта


	I
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	tпер., мин.
	2
	3
	3
	5
	4
	4
	5
	3


Алгоритм решения состоит из 2-х шагов.
Шаг 1. Присвоим начальному узлу сети потенциал 0.
Шаг 2. Просмотрим все звенья, начальные узлы которых имеют потенциалы, а конечные нет. Определим потенциалы конечных узлов как сумму потенциала начального узла и времени движения автобуса по звену, соединяющему начальный и конечный узлы. Выбираем конечный узел с наименьшим потенциалом, запишем его рядом с узлом и отметим звено стрелкой. Шаг 2 повторяем до тех пор, пока всем узлам не будут присвоены потенциалы.

В нашем примере первым начальным узлом примем пункт I. Присвоим ему потенциал 0 (рис. 6.2.2). На шаге 2 надо сопоставить 2 потенциала 0+24 и 0+27 и выбрать конечный пункт с минимальным потенциалом. Это пункт 2.
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Рис. 6.2.2. Определение кратчайших путей методом потенциалов
Записываем около этого пункта потенциал 24. а звено 1-2 отмечаем стрелкой. Повторяем шаг 2. Сравниваем результаты 0+27=27, 24+21=45 Выбираем наименьший из этих потенциалов, который относятся к пункту 7. Записываем его около этого пункта, а звено 1-7 помечаем стрелкой. Продолжая этот процесс, получаем потенциалы всех пунктов. Звенья со стрелочкой показывают кратчайший путь от пункта I ко всем остальным пунктам. Результаты этих расчетов записываем в табл. 6.2.3, где в соответствующих клетках в верхнем левом углу указаны пункты, через которые проходит кратчайший путь, а внизу - время следования между начальным и конечным пунктами. Из табл. 6.2.3 видно, что кратчайший путь из пункта I в пункт 4 проходит через пункты 3 и 7, и время следования (без
учета времени на пересадки) составит 63 минуты.
Аналогично выполняются расчеты по всем пунктам.

Таблица 6.2.3
Кратчайшие пути маршрутов и время движения по ним
	    Пункты
отправления
	Время движения, мин

	
	Пункты прибытия

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	-
	     24
	7
      42
	7;3
       63


	7;6

       81
	7
      69
	    27
	7
    42

	2

 
	       24
	     - 
	    21
	3

      42
	3;7;6

       89
	3;7

   77
	3
     35
	3;7
     50

	3
	17
         42
	        21
	       -
	   21
	7;6
       69
	7
       57
	     15
	7
    30

	4
	3;7

      63
	3
       42
	    21
	   -
	    84
	3;7
       78
	3
    35
	3;7
    51

	5
	6;7

      81
	6;7;3

        89
	6 ; 7

           6 9
	   84
	 -
	   12
	6
    5        4


	6;7
    69

	6
	7
     69
	7;3

        77
	7
      57
	7;3

       78 
	   12
	 -
	    42
	7
    57

	7
	       27
	3
        35
	    15
	3
       36
	6
       54
	       42
	    - 
	 15

	8
	7

     42
	7;3
        50
	7
      30
	7,3
       51
	7;6
      69
	7
        57
	    15
	     - 


Этап 2. Установление исходной схемы. В качестве исходной маршрутной схемы принимается схема, в которую входят маршруты, удовлетворяющие достаточному условию назначения беспересадочных сквозных маршрутов, а также участковые маршруты, не совпадающие ни с одним маршрутом. В качестве сквозного рассматривается маршрут, соединяющий центры 3-х в более макрорайонов по кратчайшему пути, исходя из затрат времени на следование в пути. Достаточным условием для назначения сквозного маршрута является удовлетворение естественного требования, чтобы время ожидания пассажиром автобуса на начальном пункте маршрута было бы меньше или равно времени, которое он должен затратить в пункте пересадки, если того маршрута не будет, т.е. будет выдержано следующее соотношение:  
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где С – коэффициент равномерности подхода пассажиров к остановке (принимаем 0,5);

g - используемая вместимость автобуса, чел. ; g = 40 чел.;
Tp - продолжительность расчетного периода суток, мин; Тр = 60 мин;
 p - коэффициент внутри часовой неравномерности пассажирского
потока;  р = 1,1;
 pij - число пассажиров, проезжающих между конечными пунктами
назначаемого маршрута в направлении максимального пассажиропотока, чел.;
tnl - затраты времени на пересадку одного пассажира в пункте,
 имеющем минимальную продолжительность пересадки по сравнении с другими промежуточными пунктами по пути между начальным i и конечным  j пунктами назначаемого сквозного маршрута в направлении максимального пассажиропотока, мин.
Маршруты, отвечавшие этому условию, включаются в исходный вариант схемы автобусных маршрутов.
Таким образом проверяются все маршруты в рассматриваемом примере. По условию в исходную схему маршрутов будут назначены маршруты 1-8, 3-5, 4-7.
С ними не совпадают участковые маршруты 1-2, 2-3 и 4-5, которые также должны быть включены в исходный вариант схемы автобусных маршрутов. Таким образом, исходная схема автобусных маршрутов состоит из шести маршрутов: 1-8, 3-5, 4-7, 2-3, 1-2 и 4-5. 

Исходная схема представлена на рис. 6.2.3.
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_ _ _ _ _ _ _ _ участковые маршруты

Рис.6.2.3. Исходная схема

Этап 3. Проверка участковых маршрутов на соответствие заданному интервалу движения. Проверке подлежат только те участковые маршруты, которые не совпадают со сквозными и проходят через пункты, между которыми есть возможность проезда на автобусах по другим маршрутам.

В рассматриваемом примере таким участковым маршрутом является маршрут 4-5. Для расчета интервала движения автобуса по маршруту принимается направление с наибольшим пассажиропотоком Рijmax
Интервал движения определяется по формуле:
Для маршрута 4-5 этот интервал равен I4-5=40*60/60=40 мин.
Так как задаваемый максимальный интервал движения равен 12 минутам, а получен по расчету интервал 40 минуn, nо этоn маршрут нужно исключить из исходного варианта маршрутной схемы как не отвечающий заданному ограничению. Пассажиры из пункта 4 в пункт 5 и обратно будут ездить через пункты 3,7,6.

Пункт 2 с остальной транспортной сетью связывают только участковые маршруты 1-2 и 2-3. Проверим их соответствие заданному максимальному интервалу движения.

Маршрут 1-2:

I1-2=40*60/220=11мин.

Маршрут 2-3:

I2-3=40*60/300=8мин.

Оба маршрута должны быть оставлены d исходном варианте схемы маршрутов, так как интервал движения по ним ниже заданного максимального. Однако заметим, что если оба этих маршрута не удовлетворяли бы этому ограничению, то в исходном варианте все равно должен был бы быть оставлен один на них (тот, у которого был бы минимальный интервал движения), так как связь пункта 2 с остальными пунктами должна быть обеспечена.

Таким образом, исходным вариантом маршрутной схемы в данном примере является вариант с пятью маршрутами: 1-8, 3-5, 4-7, 1-2 и 2-3.

7. РЕШЕНИЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ НА ПЭВМ
7.1. Решение транспортной задачи методом линейного программирования

7.1.1. Постановка задачи и её решение

Управление строительством должно отправить некоторое количество железобетонных блоков на пять объектов с трёх складов. На складах имеется соответственно 15, 25, 20 блоков, а на объектах требуется соответственно 20, 12, 5, 8 и 15. Стоимость перевозки одного блока (в рублях) со склада на объект приведена в табл. 7.1.1.

Таблица 7.1.1.

Стоимости перевозок

	Склад
	Объект

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	S5

	W1
	1
	0
	3
	4
	2

	W2
	2
	1
	2
	3
	3

	W3
	4
	8
	1
	4
	3


Следует спланировать перевозку со складов на объекты железобетонных блоков так, чтобы стоимость перевозки была минимальная.

Пусть xij – количество блоков, отправляемых со склада i на объект j. Ясно, что xij ≥0, и в силу ограничений на возможности поставки со складов (предложение) и спрос на объектах они удовлетворяют следующим условиям:
x11+x12+x13+x14+x15                                                                       =15,

                                  +x21+x22+x23+x24+x25                                   =15,

                                                                      x31+x32+x33+x34+x3   =20
(для предложения);
x11               +x21              +x31

=20,

    x12              +x22
         +x32

=12,

        x13              +x23

 +x33

=  5,

            x14              +x24
    +x34

=  8,

                x15              +x25
       +x35
=15

(для спроса).

Стоимость, равная

C= x11+0 x12+3x13+4x14+2x15+…+4x34+3x35
должна быть минимизирована при этих ограничениях.

Эта задача является задачей линейного программирования, и поставленные условия обобщаются на транспортную задачу с m пунктами производства и объёмами производства ai (i = 1,2,3,…m), и n пунктами потребления и объёмами потребления bj
j = 1,2,3,…n), где 
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(7.1.1)
Если Cij – стоимость транспортировки одного изделия из пункта производства i в пункт потребления j, то задача заключается в нахождении xij≥0, удовлетворяющим следующим соотношениям:

x11+x12+…+x1n                                = a1 ,

                     x21+…+x2n                  = a2 ,

………………………………………………
                                  xm1+…+xmn      = am ,





(7.1.2)

x11+                +x21+…+xm1             = b1 ,

       x12+                +x22+…+xm2       = b2 ,

………………………………………………
           x1n+                  +x2n+…+xmn = bn
и минимизирующих функцию:

C=c11x11+c12x12+...+cmnxmn
Соотношения (7.1.2) можно переписать так:

найти такие xij≥0, для которых справедливы неравенства:
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(7.1.3)
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(7.1.4)

и некоторые минимизируют функцию
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(7.1.5)

Поскольку
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согласно уравнению (7.1.1) имеется всего m+n-1 независимых ограничений и, следовательно, m+n-1 базисных переменных в базисном допустимом решении.

Удобнее не рассматривать ограничения, а работать с массивом транспортных данных  в виде, приведённом ниже. Следует разместить неотрицательные переменные в клетках таким образом, чтобы сумма по строкам и столбцам совпадали с указанными правыми частями ограничений в виде равенств примера и чтобы сумма произведений этих переменных на стоимости (указанные в правом нижнем углу каждой клетки) была минимальна. Приведённый на рис. 7.1.1 массив соответствует данным примера:

	1
	0
	3
	4
	2
	15

	5
	1
	2
	3
	3
	25

	4
	2
	1
	4
	3
	20

	20
	12
	5
	8
	15
	


Рис. 7.1.1
Представляя данные в таком виде, легко построить первое базисное допустимое решение задачи. Это можно сделать по правилу "самая дешёвая продукция реализуется первой". Поскольку задача состоит в минимизации общей стоимости, находим наименьшую стоимость во всех клетках: 0 в строке 1 столбца 2 и присваиваем переменной x12 значение 12 (наименьшая из сумм по строке и по столбцу). Теперь столбец 2 можно удалить, уменьшив сумму по строке на 12, т.е. заменив её на 3. Далее та же процедура применяется к полученному массиву (рис. 7.1.2).

	1
	3
	4
	2
	3

	5
	2
	3
	3
	25

	4
	1
	4
	3
	20

	20
	5
	8
	15
	


Рис. 7.1.2

Затем переменной x11 присваивается значение 3 (или переменной x33 – значение 5), удаляется строка 1, сумма по столбцу 1 заменяется на 17 и осуществляется переход к следующему массиву и так далее (рис. 7.1.3).

	5
	2
	3
	3
	25

	4
	1
	4
	3
	20

	17
	5
	8
	15
	


Рис. 7.1.3

После небольшой тренировки для задач небольшого объёма эту процедуру можно проводить устно. После того, как последней переменной присвоено определённое значение, суммы по всем строкам и столбцам будут равны 0. Таким образом получается решение (рис. 7.1.4, значения переменных находятся в левых верхних углах клеток) с семью приводимыми ниже базисными переменными. Остальные переменные равны 0. Для общего массива на m строк и n столбцов получаем m+n-1 переменных в силу (7.1.1).
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	20
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	5
	8
	15
	


Рис. 7.1.4

Полная стоимость, соответствующая этому решению,
C=3*1+12*0+2*5+8*3+15*3+15*4+5*1=147 рублей.
Попробуем теперь улучшить это решение, уменьшив стоимость С. Отметим, что полученные результаты для этого частного случая и метод их получения применимы и в случае общей транспортной задачи.

Пусть сsr имеет наименьшее значение из всех c​ij. Положим xsr равным наименьшим из величин as и b​r. Если этой величиной будет as, то удалим строку S, заменим b​r на b​r - as и применим вышеописанную процедуру к оставшемуся массиву. Полученное таким образом базисное решение будет содержать m+n-1 базисных переменных, и каждая из этих переменных xij будет задаваться соотношением: 
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Поскольку базис задаётся треугольной системой уравнений, по крайней мере одна строка или один столбец содержат единственную переменную.

Поэтому xpq=ap (строка p)

или       xpq=bq (столбец q)

Если выполняется первое из этих равенств, т.е. ap < bq, то  удаляется строка p, а bq заменяется на bq – ap. Затем рассуждения повторяются для оставшегося массива, т.е. полагается, что

xp'q' = ap' или xp'q' = bq', или xp'q' = bq-aq.

Повторив эту процедуру несколько раз, увидим, что все базисные переменные имеют вид
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Заметим, что если все ai или bj – целые, значения базисных переменных в допустимом базисном решении тоже целые. Поскольку эта задача линейного программирования, оптимальное решение является базисным допустимым решением и, следовательно, целым. Это гарантирует, что в нашем примере не будет получено абсурдное решение (3/4 блока).

7.1.2. Алгоритм последовательного улучшения плана

Будем решать транспортную задачу с помощью алгоритма последовательного улучшения, разработанного Ф.Л. Хитикоком [10].

Для задачи базисное допустимое решение, полученное по правилу "самая дешёвая продукция реализуется первой", было построено (рис. 7.1.4).

Предположим, что для рассмотренной задачи уже построено допустимое базисное решение, в котором некоторые из переменных отличны от 0, а остальные переменные – небазисные и, следовательно, равны 0. Если – ui и vj – симплексмножители для ограничений, соответствующих i-й строке и j-му столбцу в этом базисе, то после умножения i-й строки на – ui, j-го столбца на – v​i и прибавления стоимости C получаем

x11+x12+…+x1n                                = a1(x-u1),

                     x21+…+x2n                  = a2(x-u2),
………………………………………………………

                                  xm1+…+xmn      = am(x-um),
x11+                +x21+…+xm1             = b1(x-v1),

       x12+                +x22+…+xm2       = b2(x-v2),
………………………………………………………

           x1n+                  +x2n+…+xmn = bn(x-vn),
c11x11+c12x12+…+cmnxmn=C
Следовательно,
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(7.1.7)

Коэффициент при xij равен cij - ui - vj, так как xij входит всего в два ограничения, соответствующих i-й строке и j- му столбцу.


Если уравнение (7.1.7) является канонической формой цельной функции, соответствующей базису, то коэффициенты при базисных переменных равны 0.


Таким образом, для  занятых клеток массива справедливо соотношение

cij – ui – vj = 0




(7.1.8)

Следовательно, можно определить ui​ и n неизвестных vj и, поскольку базисными переменными занято m+n-1 клеток, из уравнения (7.1.8) получаем m+n-1 уравнений m+n неизвестных. Эти уравнения можно решить, положив одно из неизвестных равным 0 и решив систему относительно остальных неизвестных. В нашем примере на первом шаге имеем следующее базисное допустимое решение (рис. 7.1.5).
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0
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	5(2)
	8(3)
	15(3)
	
	


Рис. 7.1.5


Имеется 8 неизвестных u1, u2, u3 и v​1, v2,…,v5 и 7 занятых клеток. Если положить u2 = 0, то в трёх занятых клетках этой строки получим v1 = 5, v4 = 3 и v5 = 3. Поскольку v1 = 5, то в занятых клетках этого столбца u1 = -4 и u3 = -1. Наконец, так как u1 = -4 и u3 = -1, то v2 = 4 и v3 = 2. Таким образом, получаются указанные в скобках на рис. 7.1.5 значения ui и vj.


Теперь можно проверить, оптимально ли это решение. Если c'ij – коэффициент при xij в канонической форме для целевой функции, то из уравнений (7.1.7) следует, что

c'​ij = cij – ui - vj

Для базисных переменных cij = 0. Для небазисных переменных отрицательное значение c'ij указывает на то, что переменная xij должна быть включена в базисные переменные, что приведёт к уменьшению целевой функции. В связи с этим c'ij вычисляется для незанятых клеток; те из них, в которых значение c'ij отрицательно, помечаются. Результат указан в левых нижних углах массива (рис. 7.1.5). На этом этапе нулевые значения переменных указывают на то, что их введение в базис не изменит значение целевой функции.


Ясно, что для нашей задачи увеличение x22 приведёт к уменьшению целевой функции. Действительно, каждое увеличение x22 на 1 уменьшит целевую функцию на 3. При увеличении значения x22​ ​ на число w необходимо уменьшить x21 на число w, чтобы сохранить сумму в строке (2). Для того чтобы сохранить сумму в столбце (1), необходимо увеличить x11 на число w, а затем для сохранения суммы в строке 1 уменьшить x12 на число w. Заметим, что другой метод (положить x22 = w, уменьшить x42 на число w до значения 8-w, поскольку невозможно сохранить сумму в столбце (4), не вводя дополнительных переменных) – приводит к некоторым трудностям и с его помощью невозможно получить базисное решение.


Таким образом, максимальное значение, которое может иметь w, равно 2. В этом случае переменная x21 становится небазисной и нулевой в следующем случае допустимом базисном решении (рис. 7.1.6)
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	5(-1)
	8(3)
	15(3)
	


Рис. 7.1.6

Для этого массива (рис. 7.1.6):
C = 5*1+10*0+2*1+8*3+15*3+15*4+5*1 = 141 = 147-3*2 = (предыдущее значение) + c'22*w
Далее определяем ui и vj для этого решения. Значения c'ij для небазисных переменных, равных 0 или отрицательных, указаны в левых нижних углах клеток массива. Очевидно, что в базис следует включить переменную x35. Если изменить эту величину на число w, то другие величины должны быть заменены указанным способом. В результате наибольшее возможное значение для w равно 10, и это приводит к тому, что в следующем массиве переменная x12 станет небазисной (рис. 7.1.7)
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Рис. 7.1.7

Значение стоимости C уменьшается:

C​ = 15*1+12*1+8*3+5*3+5*4+5*1+10*3 = 121 = 141-2*10 = (предыдущее значение) + c'33*w.


Для этого массива вычисляются ui и vj. Для незанятых клеток все c'ij положительны. Таким образом получено оптимальное решение, в котором

x​11 = 15, x​22 = 12, x​24 = 8, x​25 = 5, x​31 = 5, x​33 = 5, x​35 = 10.


Минимальное значение стоимости C равно 121 рубль.

Отметим, что значение стоимости C задаётся уравнением
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что непосредственно следует из уравнения (7.1.7), так как в его левой части все слагаемые равны 0.

7.1.3. Дисбаланс и вырожденность в транспортной задаче


Выполнение условия (7.1.1) очень важно в транспортной задаче. Для массива размерностью m+n оно означает, что в базисное допустимое решение входит m+n-1 базисная переменная. Предположим, что баланс между спросом и предложением нарушен.


Пусть 15, 25, 20 железобетонных блоков, хранящихся на складах W1, W2, W3 должны быть распределены на 4 объекта, где требуется 20, 12, 5, 9 блоков. Стоимость перевозки донного блока со склада на объект задана в табл. 7.1.2

Таблица 7.1.2

	Склад
	Объект

	
	S1
	S2
	S3
	S4

	W1
	2
	2
	2
	4

	W2
	3
	1
	1
	3

	W3
	3
	6
	3
	4



Склады располагают 60 блоками, а на объектах их требуется всего 46. Для того чтобы перейти к транспортной задаче, введём фиктивный объект, которому требуется 14 блоков. Стоимость перевозки со склада на это объект 1 блока полагается равной 0 рублей. если в окончательном решении будет получено, что некоторые блоки надо будет отправить на этот объект, то это будет проигнорировано. Блоки останутся на складе. Таким образом, поставлена транспортная задача, для которой уравнения (7.1.1) выполняются.


На рисунке 7.1.8 приводится первое базисное решение для этого массива и последующие массивы, ведущие к окончательному решению.
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Рис. 7.1.8


Переменная x31 входит в базис; максимальное значение w – 5; переменная x31 исключается из базиса:
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Рис. 7.1.9


14 блоков из клетки (3.5) остаются на складе 3. Потребности объектов полностью удовлетворены. Мы получили оптимальное решение (рис. 7.1.9)

x​11 = 15, x​22 = 12, x​23 = 5, x​24 = 8, x​31 = 5, x​34 = 1;


C = 90 рубл.


Таким образом, для того, чтобы справится с дисбалансом (спрос превышает предложение) надо ввести фиктивного поставщика с нулевой стоимостью перевозок. продукция этого поставщика на самом деле поставляться не будет.

7.1.4. Постановка транспортной задачи на ПЭВМ

Общая блок-схема решения транспортной задачи приведена на рис. 7.1.10.


Блок-схема определения первого допустимого базисного решения приведена на рис. 7.1.11.


В конце этой процедуры все элементы массива D0(1) и D1(J) должны быть равны 0. Переменные T0(1) и T1(1) должны быть равны количеству переменных соответственно в 1 строке и J-м столбце.


В следующей процедуре вычисляются u и v и наименьшее значение c'ij, предположим c'kl (рис. 7.1.12).


Поясним процедуру перехода к новому базисному допустимому решению подробнее. Сначала находим "цепь" ±w клеток, которая не является "тупиковым путём".


На шаге 1 мы находимся в клетке (K,L), Т – счётчик шагов, 15 – индикатор "тупикового пути", (R0(T),C3(T)) = (R1,C2) –клетка, в которую мы попадаем на шаге Т. Массив D состоит из ±1, соответствующих ±w; положим M0 =1, если клетка используется, 12 = 1 и 13 = 1, если строки и столбцы входят в цикл.


В команде 2102 на шаге Т ищется строка R0(T) для столбца, содержащего базисную переменную в неиспользованном столбце (строка 2140) в неотмеченной клетке (строка 2150). Если это единственная переменная в своём столбце, то производится присвоение 15 = 1. Разумеется, это не делается в начальном столбце. После того, как подходящая переменная найдена в столбце С2, поиск прекращается; при этом F1 = 1.


Затем Т увеличивается для следующего шага, в переменную R0(T) заносится номер текущей строки, а в переменную C3(T) – номер только что найденного столбца C2; соответствующему D присваивается значение -1, и найденная клетка помечается присвоением M0 значения 1. Если мы снова оказались в столбце L, откуда начали, то цикл завершён. В противном случае ищем столбец C3(T)[=C2] для строки, содержащей базисную переменную в неотмеченных строке и клетке; таким образом снова помечаются "тупиковые пути". Как только искомый столбец найден, поиск прекращается присвоением F0 = 1. Затем Т увеличивается для следующего шага, переменной R0(T) присваивается номер только что найденной строки R1, а C3(T) – номер только что обрабатывавшегося столбца, для этой клетки осуществляются присвоения: D = +1, M0 = 1, после чего программа возвращается к поиску строки в строке 2100 программы.


Заметим, что если в процессе поиска строки не удаётся найти столбец (C2 = 0 в строке 2190), не являющийся "тупиковым путём", то происходит возвращение (строка 2210) к строке предыдущего поиска столбца. Если в поисках столбца удаётся найти только строки (R1 = 0 в строке 2590), соответствующие "тупиковым путям", осуществляется возвращение (строка 2610) к строке предыдущего поиска строки. Однако в силу того, что M0 сохраняет своё значение, ошибка не повторяется в дальнейшем (M0 = 1 в строках 2150 и 2550). Поскольку базис задан треугольной системой уравнений, процесс в конце концов закончится, и управление будет передано из строки 2400 в строку 3000.


В строках 3000-3040 программы содержится наименьшая базисная из клеток, в которой D = -1. Здесь определяются значение и положение переменной (K0,L0), которая  будет удалена из базиса. В строках 3100-3120 клетки включаются в цепь. В конечном счёте переменная (K,L) определяется как базисная, переменная (K0,L0) – как небазисная и определяется количество базисных переменных во всех строках и столбцах. Затем программа возвращается к вычислению симплекс-множителей u и v.


Программа решения транспортной задачи на примере, описанном в разделе 2.1 приведена в приложении. Результаты расчётов на ПЭВМ и расчётов вручную совпадают, хотя описанный алгоритм решения не соответствует пути решения задачи вручную из-за вырожденности первых двух из полученных допустимых базисных решений.
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Рис. 7.1.10
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Рис. 7.1.11
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Рис. 7.1.12
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Нет





Да





Ввести m, n





1





Задать начальные значения элементам массивов xij , cij , ai , bj , ui , vj , а также счётчикам и рабочим массивам.





2





Вычислить базисное допустимое решение по правилу "Самая дешёвая продукция реализуется первой".





3





Вычислить коэффициенты u'i и v'j для базисного допустимого решения.





4





Найти c'ij для небазисных переменных.





5





Все ли c'ij ≥0





6





Перейти к базисному допустимому решению





7





Оптимальное решение получено.





8





Найти наименьший элемент C(I,J) текущего массива C(R1,C2).





D0(R1)<D1(C2)





Проверить, что удалено не более М-1 строк. Положить x(R1,C2)=D0(R1) и пометить этот элемент как базисный. Заменить D1(C2) на D1(C2)-D0(R1). Удалить строку R1 и подсчитать количество удалений.





 Увеличить T0(R1) и T1(C2) на 1





Количество базисных пере-менных меньше чем M+N-1








Программа для определения u и v.





Да





Нет





Да





Нет





Положить x(R1,C2)=D1(C2) и пометить этот элемент как базисный. Заменить D0(R1) на D3(R1)-D1(C2). Удалить столбец С2, и подсчитать количество удалений.





3.1





3.2





3.3





3.4





3.5





3.6





3.7





Положить u,v,w, а также указатели строк и столбцов равными 0.





Найти строку с наибольшим числом базисных переменных /строка L/. Положить u(L)=0 пометить строку L,I2(L)=1, подсчитать помеченные строки.





Для занятых ячеек в строке L положить V(J)=C(L,J), пометить столбцы I3(J)=1 и подсчитать помеченные столбцы и строки.





Для занятых ячеек в помеченных строках положить V(J)=C(I,J)-U(I), для занятых ячеек в помеченных столбцах положить U(I)=C(I,J)-V(J). Подсчитать помеченные столбцы и строки.





Все строки и столбцы помечены?





Найти новое допустимое базисное решение.





Найти c'ij и переслать их в массив D(I,J).





Найти наименьший элемент D(L,K) в массиве D(I,J).





D(K,L)≥0?





Оптимум найден





4.1





4.2





4.3





4.4





4.5





4.6





4.7





4.8





4.9





4.10





Да





Да





Нет





Нет
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