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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
ПРИНЯТИЯ ОПТИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Человеческая деятельность в самых разных областях зачастую бывает связана с выбором таких решений, которые позволили бы по​лучить некоторые оптимальные результаты - достичь максимальной прибыли предприятия, добиться наивысшей эффективности какого-либо технического устройства и т.д. Но в каждой конкретной ситуации надо считаться с реальными условиями задачи. Предприятие не смо​жет получить максимальную прибыль без учета реальных запасов сы​рья, его стоимости, доступных финансовых ресурсов и целого ряда других факторов. При попытке достичь наивысшей эффективности технического устройства, среди прочего, следует учитывать ограниче​ния, обусловленные его воздействием на обслуживающий персонал и окружающую среду.
Обратимся к задаче о максимизации прибыли предприятия. Она формулируется следующим образом: какую продукцию и в каком ко​личестве необходимо выпустить предприятию с учетом имеющихся у него ресурсов и материалов, чтобы максимизировать свою прибыль? Прибыль, которую приносит каждый вид продукции, и затраты ресур​сов и материалов на выпуск единицы продукции каждого вида счита​ются заданными.
Еще один пример - так называемая транспортная задача. Пусть требуется перевезти однородный груз от т поставщиков к п потреби​телям, имея в виду, что каждый поставщик может отправлять грузы нескольким потребителям, а каждый потребитель может получать груз от нескольких поставщиков. Стоимость перевозки единицы груза от каждого поставщика к каждому потребителю известна. Требуется так организовать перевозку груза, чтобы весь груз от поставщиков был доставлен потребителям, а суммарная стоимость всей операции по перевозке грузов была бы минимальной.
Во всех этих задачах можно выделить две составляющие:
• первая - это достигаемая при решении задачи цель, которая по​зволяет сформулировать целевую функцию, или оптимизируемый кри​терий (максимум прибыли предприятия, минимум затрат на перевозку груза);

• вторая - это условия, ограничивающие значения неизвестных, называемые условиями-ограничениями (количество ресурсов и мате​риалов, которыми располагает предприятие; условие того, что весь груз будет вывезен от поставщика, и все потребители получат необхо​димое количество груза).
Чтобы решить поставленную задачу, необходимо ее формализо​вать, т.е. составить математическую модель, поскольку по своей при​роде математические методы можно применять не непосредственно к изучаемым явлениям и процессам, а лишь к их математическим моде​лям. Поэтому, сформулированные в реальных задачах требования должны быть выражены количественными критериями и записаны в виде математических выражений. Задача при этом формулируется в виде задачи математического программирования:
• найти оптимум (максимум или минимум) функции f(
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);
• при условии выполнения ограничений:
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Здесь 
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 = {xl,x2,...,xk} - вектор размерности k. Черта над 1,т и 1,п означает, что текущие значения индексов i и j «пробегают» все цело​численные значения от 1 соответственно до т и п.
Не следует считать, что методы математического программиро​вания применимы только к задачам экономического характера. К зада​чам математического программирования зачастую сводятся и техниче​ские задачи, включая задачи электроэнергетики. К ним, например, можно отнести следующие задачи: минимизация потерь электрической энергии в энергосистемах, минимизация напряженности электрическо​го поля на поверхности и в толще изоляции высокого напряжения, ми​нимизация воздействия электрических и магнитных полей на персонал энергетических объектов и проживающих в их окрестностях людей.
При составлении математических моделей многих практически важных задач оказывается, что их целевые функции и ограничения являются линейными. Раздел математики, занимающийся решением этих задач, называется линейным программированием, а сами задачи — задачами линейного программирования. К их числу относятся упоминавшиеся задачи о питании, о максимизации прибыли предприятия, транспортная задача. Основные понятия и методы линейного про​граммирования изучаются в первой главе.
Далеко не все встречающиеся на практике задачи отыскания оп​тимальных решений описываются линейными математическими моде​лями. Зачастую или целевая функция задачи или, по меньшей мере, одно из условий-ограничений оказываются нелинейными. В этом слу​чае приходится иметь дело с задачей математического программиро​вания в общем виде. К числу таких задач относится большинство оп​тимизационных задач, возникающих в различных областях науки и техники, а также многие задачи экономического характера, учиты​вающие сложный характер экономических явлений. 
Как правило, задачи математического программирования, выте​кающие из встречающихся в реальной жизни задач поиска оптималь​ных решений, содержат десятки переменных и ограничений. Их реше​ние можно найти только с использованием вычислительной техники. 
Формулировка задачи линейного программи​рования.

 Рассмотрим математическую формулировку задач линейного программирования на следующем простом примере.
Задача 1. Пусть некоторое предприятие выпускает два вида про​дукции Р1 и P2 , используя в процессе производства три вида сырья S1 , S2 и S3. Запасы сырья, норма расхода каждого вида сырья на единицу продукции и прибыль, приходящаяся на единицу продукции, приведе​ны в таблице:
	Виды сырья
	Запас сырья
	Нормы расхода сырья на единицу продукции

	
	
	Р,
	Pi

	S,
	20
	2
	5

	S,
	40
	8
	5

	S,
	30
	5
	6

	Прибыль на единицу продукции
	
	50
	40


Необходимо определить объемы выпуска продукции вида P1 и P2 ,обеспечивающие максимально возможную прибыль при имеющихся ограничениях.
Обозначим через x1 искомый объем выпуска продукции Р1 а че​рез х2 - объем выпуска продукции Р2. Тогда сформулированной задаче соответствует следующая математическая модель:
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Последние два ограничения отражают тот факт, что объем выпус​ка продукции не может быть отрицательным.
В общем виде сформулированную математическую модель мож​но записать следующим образом:
•     найти оптимум целевой функции
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•     при условии соблюдения ограничений
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Задача (1.1)-(1.2) называется стандартной задачей линейного программирования.
В рассматриваемой задаче (П. 1.1) коэффициенты aij ,bi ,cj , с0, m, n принимают значения:
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Графическая интерпретация задачи
Найдем графическое решение задачи (П. 1.1) (рис. 1.1).
На  координатной   плоскости (х1 х2)  каждому  из   неравенств
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 системы ограничений задачи (П. 1.1) соответствует полуплоскость, границей которой является прямая, задаваемая уравнением  
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]
Вместе с ограничениями xj ≥ 0,   j = 
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  они образуют замкнутую пятиугольную область OABCD, границы ко​торых являются отрезками   прямых (рис. 1.1). Эта область называется областью допустимых решений (ОДР) решаемой задачи.

Поскольку область допустимых решений OABCD содержит бес​конечное число точек, то для того, чтобы найти решение задачи (П. 1.1), нужно рассмотреть поведение целевой функции в ОДР.
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Рис. 1.1. Графическое решение задачи (II.1.1) 1       -       граница       области       решения       неравенства 8
[image: image23.wmf]´

x1+5
[image: image24.wmf]´

x2≤40;2 - неравенства 5
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x2≤30;3-неравенства 2
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x2≤20;4-линия значений целевой функции f(
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)=200;

 5 - линия значений  f(
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)=100
Целевая функция  
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 на координатной плоско-
 сти определяет семейство параллельных друг другу прямых, задавае-
мых уравнением  
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. На рис. 1.1 показаны прямые, соответ-
 ствующие значениям F=100 и F=200.
Таким образом, если прямую перемещать параллельно самой себе в направлении, указанном на рис. 1.1 стрелками, то значение целевой функции задачи (П. 1.1) будут увеличиваться.

Для решения задачи (П. 1.1) требуется определить такую точку области OABCD, в которой целевая функция f(
[image: image33.wmf]x

) достигала бы мак​симального значения. Для этого будем перемещать ее график парал​лельно самому себе в направлении увеличения значений f(
[image: image34.wmf]x

) до тех пор, пока он не выйдет за пределы ОДР. Очевидно, что это произойдет после прохождения тачки С. Поэтому оптимальным решением задачи (П. 1.1) являются координаты точки С, равные x1* и х2* . При этом целевая функция приобретет значение f(
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*) = F .
Координаты точки С задаются системой уравнений
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поскольку она является точкой пересечения прямых 5
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x1* +5
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x2* = 30 и 8
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х]* +5
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х2* =40. Из указанной системы уравнений находим х1* =3,913 и х2* = 1,739. Оптимальное значение целевой функ​цииF* = 265,21.
Таким образом, в Задаче 1, которая описывается математической моделью (П. 1.1), максимальная прибыль достигается при объеме про​изводства 3,913 единиц продукции вида Р] и 1,739 единиц продукции Р2. Прибыль при этом составляет 265,21 единиц.
На основании рассмотренного можно сделать следующий вывод: оптимальным решением задачи линейного программирования являют​ся координаты одной из вершин области допустимых решений, зада​ваемой системой ограничений задачи. Этот вывод, сформулированный на основании графического решения задачи линейного программиро​вания на плоскости, справедлив и для многомерного пространства. В этом случае область допустимых решений представляет собой много​гранник в n-мерном пространстве, где n - число неизвестных задачи. Координаты каждой его вершины - это допустимые решения. Коорди​наты той вершины, в которой целевая функция имеет максимальное (или минимальное) значение, являются оптимальным решением зада​чи.
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