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В работе описывается новый метод решения обратных задач, возникающих при решении интегральных уравнений 
Вольтерра и Фредгольма 2 рода. В основу метода положено использование приближенного представления решений прямого и 
сопряженного (в смысле Лагранжа) интегральных уравнений. Рассмотрено два метода построения приближенных решений, 
основанных на использовании значений нескольких решений приближенной задачи, а также вариационных производных 
приближенных решений. На примере модельных задач продемонстрирована хорошая точность приближенного представления 

решений интегральных уравнений в широком интервале искомых значений. Показано, что использованное приближенное 
представление решения прямой задачи сводит обратную задачу к решению системы алгебраических уравнений. Приведены 
примеры нахождения коэффициентов интегральных уравнений. 
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1. Введение 

Ряд физических процессов описывается ин-
тегральными уравнениями Вольтера или Фред-
гольма 2-го рода, в большинстве случаев являю-
щимися линейными. В общем случае такие уравне-
ния для функции  в операторной форме можно 
записать:   
 L = S, (1) 
где S в задачах переноса имеет смысл функции ис-
точника. Экспериментально измеряемые величины в 
общем случае можно представить как функционал J 
от , определяемый функцией чувствительности 
детектора D(y), где y — набор фазовых координат:  

 ).,(),()()( DdyyxDyxJ    (2) 

Предположим, что оператор L зависит от неко-
торой функции u(x), тогда и функционал J будет за-
висеть от u. Если в уравнении (1) неизвестной являет-
ся функция , то говорят о решении «прямой» зада-

чи. В том случае, когда неизвестной является функ-
ция S, то говорят об «обратной» задаче определения 
источника. Если ставится задача отыскания функции 
u, определяющей вид оператора L, то говорят о коэф-
фициентной «обратной» задаче [1]. 

Если для решения интегро-дифференциальных 
уравнений математической физики разработано мно-
жество аналитических и численных методов, то «об-
ратные» задачи даже на уровне постановки по-
прежнему являются предметом научных исследова-
ний. При этом наличие эффективных методов реше-
ния прямых задач может способствовать как тестиро-
ванию алгоритмов решения обратных задач, так и 
способствовать непосредственно математической 
постановке обратных задач. 

В настоящей работе демонстрируется приме-
нение двойственного (прямого и сопряженного) под-
хода к решению интегральных уравнений вида (1), 
используемого в дальнейшем для математической 
формулировки обратных задач. 
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2. Функциональные аппроксимации решений 
«прямой» задачи 

2.1. Прямые и сопряженные уравнения 
Для вычисления показаний детектора (2) мож-

но использовать сопряженные (в смысле Лагранжа) 
уравнения для функции ценности [2]. Уравнение для 
функции ценности +, соответствующей уравнению 
(1) и функционалу (2), имеет вид:  
 L++ = D, (3) 
где L+ — сопряженный в смысле Лагранжа оператор 
оператору L. 

Если в правой части уравнения (3) стоит функ-
ция чувствительности детектора, то значение функ-
ционала J может быть вычислено и с использованием 
функции ценности +: 
 ).,()(),()( SdyySyxxJ     (4) 

Равенство (4) можно рассматривать как мате-
матическую постановку «обратной» задачи по нахо-
ждению функции источника S(x) по известным пока-
заниям детектора. Указанное равенство является ин-
тегральным уравнением первого рода, для решения 
которого разработаны численные алгоритмы с раз-
личными методами регуляризации. В работе [3] при-
ведены примеры решения задачи по определению 
функции источника для одномерного уравнения диф-
фузии с использованием соотношения (4). Очевидно, 
что данный подход может быть использован для на-
хождения функции S(x) при любом виде оператора L. 

2.2. Вариационное интерполирование 

Формулировка коэффициентной «обратной за-
дачи» не является столь очевидной, как задача о на-
хождении функции источника. Даже при наличии 
аналитического решения уравнения (1) математиче-
ская формулировка задачи нахождения функции u(x), 
определяющей вид оператора L, может вызвать серь-
езные затруднения. Наиболее просто коэффициент-
ные «обратные» задачи решаются при возможности 
параметризации функционального вида u(x) одним-
двумя параметрами. Но для этого необходимо распо-
лагать предварительной информацией о виде функ-
ции u(x). 

Если зависимость оператора L от u(x) удается 
качественно параметризовать и этих параметров 
один-два, то для их нахождения можно провести се-
рию решений уравнения (1), построить интерполяци-
онный полином и найти искомые значения. Трудоем-
кость такого метода определяется сложностью реше-
ния уравнения (1), количеством неизвестных пара-
метров и степенью чувствительности функционала 
(2) к вариациям этих параметров. Чтобы уменьшить 
трудозатраты при реализации данного подхода вме-
сто точного решения уравнения (1) можно воспользо-
ваться приближенными методами. Очевидно, что 
точность восстановления параметров, характеризую-
щих оператор L, будет зависеть от точности исполь-
зуемого приближенного метода для широкого интер-
вала изменений функционала (2). 

В работe [4] нами продемонстрировано при-
менение метода вариационного интерполирования 

(ВИ-метода) [5] в качестве приближенного метода 
решения дифференциальных уравнений вида (1) 
для определения коэффициентов, входящих в эти 
уравнения. Показано, что использованный ВИ-
метод позволяет с хорошей точностью (1%) опи-
сать изменение рассматриваемых функционалов на 
один-два порядка. При этом для построения при-
ближенного ВИ-представления использовались 
аналитические решения упрощенных уравнений (1) 
и (3). Не вдаваясь в подробности ВИ-метода, под-
робно описанного в работе [5], отметим, что для 
построения ВИ-представления функционала (2) 
используются решения уравнений (1) и (3) для не-
скольких упрощенных «опорных» операторов L1, L2 
и т.д. При помощи этих решений 1, 2 и   21 ,  и 
параметризованного оператора L вычисляются 
матричные элементы:  

 .)()()( dxxLxL jiij     (5) 

В общем случае «опорных» решений может 
быть любое количество. Вариационное представле-
ние функционала (2) Jv является функционалом от 
матричных элементов Lij или при параметризации 
оператора L параметром (параметрами)  — функци-
ей от . Приравнивая значения этой функции к экс-
периментально измеренным значениям функционала, 
находим значения параметров . 

В качестве примера рассмотрим интегральное 
уравнение Фредгольма II рода с вырожденным 
ядром. 

 ).()()()()( xfdyyyxx
b

a
   (6) 

Данное уравнение имеет аналитическое реше-
ние:  

.)()(1)()( ),()()( 




   dxxxdxxfxCxfxCx

b

a

b

a
(7) 

Пусть ,)(  xx  а ,)(  yy где  = 5 и  = 2, 
будем считать неизвестными, значения которых надо 
определить. В качестве «опорных» рассмотрим реше-
ния уравнения (6) для точек в плоскости  x  {(3,1.7) 
(3,2.3) (7,1.7) (7,2.3)}. Для построения ВИ-
представления решения уравнения (6) в точке x0 не-
обходимо предварительно найти решение сопряжен-
ного к нему уравнения:  

 ).()()()()( 0xxdyyxyx
b

a
    (8) 

Данное уравнение также имеет аналитическое 
решение в виде:  

.)()(1 ),()()()(
1

00


 





   dxxxDxxxxDx

b

a
(9) 

Выражения (7) и (8) используются для вычис-
ления матричных коэффициентов (5), при помощи 
которых строится вариационный функционал:  
 ).,,(),,( 00 xCxJ jjjvi     (10) 

Коэффициенты jC  находятся из системы ли-
нейных уравнений:  
 ).,,( 0xCL iij jij    (11) 
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На рис.1 представлены погрешности (в %) оп-
ределения значений коэффициентов  и , найденных 
путем приравнивания выражения (10) точным значе-
ниям функции )( 0x  и )5,0( 0  x  для различных 
значений 0x . Погрешность восстановления коэффи-
циента  не превышает сотых долей процента 
(сплошная линия). Несколько хуже восстанавливает-
ся значение коэффициента , которое сильно зависит 
от выбора «опорных» точек, а также выбора значения 

0x . На рисунке представлены результаты расчетов с 
двумя наборами «опорных» точек. Если исследова-
тель свободен в выборе «опорных» решений, то вы-
числение искомых коэффициентов может быть про-
ведено в два-три этапа путем уменьшения расстояния 
между «опорными» точками. 

 

 
 

Рис.1. Относительная погрешность (в %) восстановления 
параметров  и . Линия — погрешность восстановления , 
пунктир — погрешность восстановления  для опорных точек 
{(3,1.7) (3,2.3) (7,1.7) (7,2.3)}, точки — для опорных точек 
{(3,1.8) (3,2.2) (7,1.8) (7,2.2)} 

 
Для демонстрации «стабильности» рассматри-

ваемого метода проведен еще один расчет по восста-
новлению различных значений параметра . При 
этом по-прежнему неизвестными считались оба па-
раметра  и . Для восстановления параметров ис-
пользовались точные значения  при 30 x  и 50 x . 
Из данных рис.2 видно, что даже для значений , вы-
ходящих за границы опорного интервала [3,7], по-
грешность восстановления параметров не превосхо-
дит половины процента. 

Приведенные выше результаты показывают, 
что в случае возможности параметризации функ-
циональной зависимости ядра интегрального опе-
ратора, вариационный метод интерполирования 
позволяет с хорошей точностью определить пара-
метры, определяющие функциональный вид ядра. 
Ранее нами были сделаны аналогичные выводы и 
для параметров дифференциальных уравнений, 
включая дробный порядок оператора дифференци-
рования.  

 
 
Рис.2. Зависимость относительной погрешности (в %) вос-
становления параметров  и  от исходного (восстанавли-
ваемого) значения . Сплошная линия — погрешность для , 
точки — погрешность  

 
В том случае, когда неизвестен функцио-

нальный вид ядра оператора, «обратная» задача 
нахождения ядра интегрального оператора требует 
большего числа значений решения «прямой» зада-
чи. Если решениям «прямой» задачи сопоставить 
ВИ-представление, то можно найти численные зна-
чения матричных элементов Li j, определенных ра-
венством (5), то есть получить интегральные урав-
нения первого рода относительно ядра оператора. 
При этом даже для двух «опорных» точек функ-
ционал зависит от четырех матричных элементов. 
Уменьшить число неизвестных можно, если не-
сколько изменить вид аппроксимирующего функ-
ционала. 

2.3. Функциональные полиномы 

Высокая точность ВИ-представления функ-
ционалов обусловлена использованием информации 
не только об их значениях в нескольких «опорных» 
точках, но и об их вариациях вблизи этих точек, ко-
торая содержится в диагональных матричных эле-
ментах Lij. Для функций в аналогичной ситуации ис-
пользуют интерполяционные полиномы Эрмита. В 
случае функциональных вариаций можно также по-
строить аналог полинома Эрмита [6], если кроме зна-
чений искомого функционала использовать и его ва-
риации в «опорных» точках. 

Проварьируем уравнение (1) по значениям 
функции u(x), от которой зависит оператор L, в неко-
торой точке 1x . 

 .),(Ψ  где  , 1 uxxu
LL





   (12) 

По сложности решения и трудозатратам урав-
нение для вариационной производной  такое же, как 
и уравнение (1). 

Представим искомый функционал в виде:  

 ).)()(( 21212
12

1
1

21

2 uCCuuuuJuu
uuJuu

uuJ 




 (13) 

Здесь введены обозначения: 

 ,),()()(  ,),()()( 0000 dxxxqxuxudxxxqxuxu jj    (14) 
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где ),( 0xxq  — некоторая функция, такая, что приве-
денные выше интегралы существуют. Проварьируем 
равенство (13) по u(x) в точке x1 и положим u(x) = u1(x).  

).)()(()()(),(Ψ 121121
12

112
10

1

uCCuuxquu
xqJJxxu

j
uu









(15) 

Аналогичное уравнение можно получить, по-
лагая после варьирования u = u2. Проинтегрировав 
данные уравнения по x1, получим уравнения на коэф-
фициенты C1 и C1. 

Выражение (13) можно рассматривать как 
уравнение относительно )( 0xu , если известны значе-
ния функционала )( 0xJ . В этом случае равенство 

dxxxqxuxu ),()()( 00   будет интегральным уравнени-

ем первого рода для функции u(x), определяющей 
оператор L. Выражение (13) легко обобщается и на 
произвольное число «опорных» точек. 

В приведенных выше рассуждениях к функции 
),( 0xxq  фактически не предъявлялось никаких требо-

ваний, кроме существования интегралов (14). В то же 
время данная функция является ядром интегрального 
уравнения первого рода для функции u(x) и ее вид мо-
жет влиять на устойчивость решения этого уравнения. 
С другой стороны, выбор вида ),( 0xxq  будет влиять на 
точность представления (13) «прямой» задачи. 

В том случае, когда речь идет об «обратной» 
задаче, т. е. нам известны значения функционала J, 
мы имеем возможность поэкспериментировать с вы-
бором ),( 0xxq  и «опорных» функций uj(x). А далее в 
зависимости от конфигурации задачи решается урав-
нение Вольтерра или Фредгольма первого рода. В 
случае уравнения Фредгольма необходимо применять 
методы регуляризации, например, А.Н.Тихонова или 
М.М.Лаврентьева. 

Представление (13) не является единственным, 
основанным на использовании функций )( 0xu  и ва-
риационных производных функционалов. Другим 
видом является дробно-полиномиальное представле-
ние, например: 

 
12 


uDuC
BuAJ  или .

123

2




uFuEuD
CuBuAJ  (16) 

В отличие от представления (13), приводящего 
к системе линейных уравнений для коэффициентов 
Сj, выражения (16) требуют численного решения сис-
тем уравнений на неизвестные коэффициенты. При 
этом не является очевидным обобщение этих уравне-
ний на произвольное число «опорных» точек. В то же 
время следует учитывать, что при аппроксимации 
функций применение дробно-полиномиального вида 
во многих случаях позволяет достичь лучшей точно-
сти, чем полиномиальная аппроксимация при том же 
числе неизвестных коэффициентов. 

Произвольный вид функции ),( 0xxq  фактически 
означает, что мы можем выбрать )( 0xxq   или 

1),( 0 xxq . Первый случай автоматически дает нам 

решение обратной задачи ),()( 00 xuxu   а второй при-
водит к задаче (в случае уравнения Фредгольма) с 
множеством решений. Но при этом выбор первого ва-
рианта может привести к большим погрешностям пред-
ставления (13) или (16). Исходя из приведенных рассу-
ждений, можно сделать вывод, что ),( 0xxq  желательно 
выбирать в виде, наиболее близком к дельта функции, 
например в виде распределения Гаусса, и, изменяя дис-
персию распределения, добиваться наилучшей точно-
сти аппроксимации значений функционала. 

Промежуточным вариантом между ВИ-
представлением, рассмотренным в предыдущем пара-
графе, и функциональными полиномами, рассмот-
ренными выше, является представление вида:  
 ),)()(( 12211221211221 LCCLJLJLJJJL    (17) 
где L12 определено равенством (5). Из данного равен-
ства и выражений (2) и (4) следует, что 2112 )( JuL   и 

1212 )( JuL   1212 )( JuL  . Это в свою очередь приводит 
к тому, что 11)( JuJL   и 22)( JuJL   при любых зна-
чениях коэффициентов С1 и С2. Значения коэффици-
ентов С1 и С2 можно найти, приравнивая вариации 

LJ  вариациям J по u. 
Проварьируем выражение (17) по u(x1) и поло-

жим u = u1 или u = u2.  

 
  
  .))((1),(Ψ

,))((1),(Ψ

1211212102

2212112101

JCCJJuLxx
JCCJJuLxx




  (18) 

Вид вариации uL  12  определяется равенст-
вом (5) и видом зависимости L от u(x). Если оператор 
L линейно зависит от u(x), то )( 1xxuL  . А ва-
риация матричного элемента может быть представле-
на в виде:  

 ).(),( 12101
12 xxxu

L 

    (19) 

Проинтегрировав (18) по x1 и x2 с учетом (19), 
получим уравнения для коэффициентов С1 и С2. 

Рассмотрим в качестве примера интегральное 
уравнение Вольтерра II рода:  

 ).()(),()(
0

ESEdEEEKE
E

E
    (20) 

Данным уравнением описывается, например, 
равновесный энергетический спектр частиц с диффе-
ренциальным сечением взаимодействия ),( EEK  . 

Рассмотрим модельную задачу с ядром урав-
нения (20) в виде  

 .11)1(),(
2

EE
E

E
EkEEK 

















  (21) 

В этом случае решение уравнения (20) можно 
получить при помощи преобразования Меллина.  
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  (22) 

где ,2)21(1 d ,2)21(2 d .1)21( 2 kkd   



2020  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №5(121) 
 

 96 
 

В том случае, когда детектор измеряет инте-
гральный спектр частиц с энергией больше Е1, значе-
ния функционала J можно вычислить как интеграл от 
выражения (22).  
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    .)1)(()1)(( 22
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 E
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E
E (23) 

В качестве «опорных» выберем решения, соот-
ветствующие ядрам  

 .1),(
2


















EE
EkEEK

i

iii   (24) 

Учитывая, что сопряженное к (20) уравнение 
имеет вид:  

 ),()(),()( 1
1

EEEdEEEKE
E

E
     (25) 

где )( 1EE  — ступенчатая функция, получим набор 
«опорных» решений (20) и (24):  
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Для вычисления коэффициентов С1 и С2, вхо-
дящих в выражение (17), необходимо получить также 
вариационную производную искомого функционала в 
«опорных» точках, которая с учетом равенства (4) 
равна вариации ),(Ψ 1EE  при E = E0. Таким образом, 
уравнение для вариации функционала примет вид: 

 ),,,(Ψ 10 yxEE  

).,()(),,,(Ψ),( 1010
0

1

EyxEEdyxEEEEK
E

E

    (27) 

Решение данного уравнения может быть также 
получено при помощи преобразований Меллина:  

.)(),(),,,(Ψ
2

110 


















 ExE
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jjj k

jj
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Если коэффициенты С1 и С2 находить непо-
средственно из уравнений (18), то они получатся как 
функции точек варьирования x и y, что фактически 
делает их применение невозможным. Очевидно, тре-
буется некоторое усреднение по x и y. Вариационная 
производная (27), стоящая в левой части равенств 
(18), может быть использована для вычисления част-
ной производной функционала по некоторому пара-
метру , в том случае, когда вариация функции u(x), 
определяющей вид оператора L, связана только с из-
менением этого параметра .  

 .),( 11 dxuxxJ  



   (29) 

Исходя из данного равенства, разумно провес-
ти усреднение уравнений (18) с весовым сомножите-
лем, равным разности «опорных» функций (ядер 

),(1 EEK   и ),(2 EEK  ). 
Домножим уравнения (18) на ),(),( 21 yxKyxK   

и проинтегрируем по x от E1 до E0 и по y от E1 до x. 

Из полученных уравнений найдем коэффициенты С1 
и С2 для приближенного выражения функционала 
(17). Приравняв равенства (17) и (22), найдем числен-
ные значения L12(E0,E1). Это позволяет сформулиро-
вать задачу нахождения ядра ),( EEK   уравнения (19) 
в виде: 






   dEEdEEEEKEE

E

E

E

E

0

1

0
),(),(),( 0211  

 ).,(),(),( 10120211
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В рассматриваемом модельном примере урав-
нение (30) можно упростить, принимая во внимание, 
что «опорные» решения зависят от отношений 0EE  

и 1EE . 
Введем обозначения:  
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С учетом данных обозначений уравнение (30) 
примет вид:  

 ).()1,()(
~

),( 1121
1

1
1

 LWdyyKyW   (32) 

Уравнение (32) является уравнением Вольтер-
ра I рода относительно искомого ядра )(

~
yK . Методы 

решения таких уравнений хорошо освещены в науч-
ной литературе. В данном случае уравнение своди-
лось к уравнению второго рода путем дифференциро-
вания по 1 . 

Учитывая наличие в выражении для )(2   
дельта функции Дирака (27), после дифференцирова-
ния получим уравнение Вольтерра второго рода:  

 .)()1,()(
~),()(

~
1

112
1

1

1

1

1
1

1 






 

LWdyyKyWK   (33) 

Производная )( 112 L  вычислялась численно, 
так как сами значения 12L  находились как результат 
численного решения алгебраического уравнения. Са-
мо уравнение (33) также решалось численным мето-
дом с применением кусочно полиномиальной ап-
проксимации искомой функции )(

~
yK  полиномами 

третьей степени. 
На рис.3 и 4 приведены результаты решения 

уравнения (33) для двух наборов «опорных» функций 
),( EEK j   и искомой функции, заданной выражением 

(21). Значения исходной функции представлены 
сплошной линией, а результат решения уравнения 
(33) — кружки.  

Анализ результатов, представленных на рис.3 
и 4, показывает, что даже при существенном разли-
чии «опорных» функций описываемый метод позво-
ляет восстановить ядро интегрального оператора с 
хорошей точностью. 
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Рис.3. Значения  εK

~
. Параметры исходной функции:  

 = 1,5, k = 0,15. Линия — искомая функция, пунктир — K1 
при  = 1, k = 0,1, точки — K2 при  = 1,8., k = 0,3, кружки — 
решение (33)  

 
Несомненно, примененный в работе метод ре-

шения уравнения (32) с дифференцированием «экс-
периментальных» данных может привести к неустой-
чивости решения. Но в этом случае можно использо-
вать предварительное сглаживание результатов диф-
ференцирования или другие известные методы реше-
ния уравнения (33). 

 

 
 
Рис.4. Значения  εK

~
. Параметры исходной функции:  

 = 1,5, k = 0,15. Линия — искомая функция, пунктир — K1 
при  = 1.6, k = 0,2, точки — K2 при  = 1,9., k = 0,3, кружки 
— решение (33)  

 
В рассмотренном примере для нахождения яд-

ра интегрального оператора по известному (экспери-
ментально измеренному) решению интегрального 
уравнения использовалось приближенное представ-
ление функционала (17). Алгоритм решения не изме-

нился бы, если мы использовали бы представление 
(16) или (13). При этом перед нами не стоит задача 
априорной оценки погрешности выбранного пред-
ставления функционала. При решении обратной зада-
чи мы располагаем значениями функционала и нам 
требуется аппроксимировать их таким выражением, 
чтобы оно, во-первых, наилучшим образом описыва-
ло экспериментальные данные, а во-вторых, позволя-
ло свести задачу нахождения неизвестных коэффици-
ентов уравнения к одной из стандартных математиче-
ских задач. Именно это и позволяют сделать приве-
денные выше представления функционалов. В каж-
дом конкретном случае выбор вида функционала, 
«опорных» решений определяется требованием вы-
полнения первого условия — максимально точного 
описания экспериментальных данных. Естественно, 
наличие некоторой предварительной информации о 
виде искомой функции позволит лучше подобрать 
«опорные» решения или свести задачу к отысканию 
параметров.  

3. Заключение 

Результаты рассмотренных модельных приме-
ров демонстрируют возможности описанного метода 
приближенного представления функционалов анало-
гами интерполяционных формул для решения обрат-
ных задач. Предложенный метод является универ-
сальным с точки зрения сведения обратной задачи к 
интегральным уравнениям первого рода. Не пред-
ставляется возможным дать строгие рекомендации по 
выбору формы представления функционала. На пер-
вом этапе решения обратной задачи методом подбора 
необходимо определиться с выбором формы 
аппрксимации экспериментальных данных (функцио-
нала), а также количеством опорных решений. Ко-
нечно, желательно иметь опорные решения, которые 
максимально близко описывают экспериментальные 
данные. 
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