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Предложен новый, математически корректный, метод электродинамического анализа бесконечных антенных 
решеток. В основе метода лежит изучение свойств функции Грина бесконечной периодичной решетки. На первом этапе 
двумерное интегральное уравнение сведено к одномерному интегральному уравнению. Затем путем выделения главной 
части, непрерывно обратимого оператора, выявлена структура уравнения. Впервые показано, что главный оператор такой 
же, как и в задаче электродинамического анализа одиночного излучателя. Предложен численно-аналитический метод 
расчета фазированных антенных решеток. 
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A new, mathematically correct method of electrodynamic analysis of infinite antenna arrays is proposed. The method is based 
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Введение 

Электродинамический анализ фазированных 
антенных решеток основан на решении интегральных 
уравнений. Ядра интегральных уравнений представ-
лены в виде плохо сходящихся рядов. К настоящему 
времени разработаны приближенные методы реше-
ния интегральных уравнений, в основе которых ле-
жит замена ряда на конечную сумму. Это равно-
сильно замене сингулярного ядра на непрерывное, 
что приводит к значительной погрешности. Пред-
ставляется актуальной разработка строгих методов, 
позволяющих находить решения интегральных урав-
нений с необходимой точностью. Поскольку ряды 
аналитически вычислить не удается, их целесообраз-
но представлять в виде суммы двух рядов, один из ко-
торых находится аналитически, а другой является хо-
рошо сходящимся. Иными словами, необходимо вы-
делить главную часть, допускающую аналитическое 
обращение. После выделения главной части можно 
использовать численно-аналитический метод, ранее 
разработанный для одиночных вибраторных антенн.  

Вывод двумерного интегрального уравнения 

Рассмотрим линейную решетку излучателей  
из вибраторных антенн с общей осью, совпадающей  
с осью OZ, и с периодом d. Пронумеруем излучатели, 

давая нулевой номер центральному излучателю. Пусть 
на решетку падает первичная волна под углом  к оси.  
В результате на излучателе с номером n наводятся акси-
альные токи ,n

zj  которые возбуждают вторичное элек-

трическое поле  n
z

n
z jE  во всем пространстве. Суммарное 

электрическое поле обращается в нуль на поверхности 
центрального излучателя; отсюда получаем уравнение 

   ,0z
n

n
n
z

n
z EjE  


 (1) 

где zE0  — первичное поле. Вторичные поля  n
z
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представляют собой интегральные операторы от по-
верхностных токов [1], поэтому имеем 
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Здесь nz  — координата точки излучения на n-м 
излучателе, h = kcos(), k — волновое число, s — по-
верхность излучателя. Равенство (2) получено с учетом 
условия периодичности Флоке [2] о связи поверхност-
ных токов на соседних излучателях: )exp(1 idhjj n

z
n
z  . 

Теперь воспользуемся тем, что ядро инте-
грального оператора на центральном излучателе в (2) 
можно представить в виде преобразования Фурье [1] 

   .)(exp)(),( 0000   dzziFzzG  (3) 
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С учетом этого представления преобразуем (2) 
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Применяя известное выражение [2,3] 

 











 

n

n

n

n d
nhdh 22))ind(exp(  

и используя свойство дельта-функции Дирака (), най-
дем аналитически интегралы, входящие в [4]. В резуль-
тате получим двумерное интегральное уравнение  
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где ядро представлено в виде ряда 
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Функцию (6) называют функцией Грина бес-
конечной решетки [2]. Интегральное уравнение (5) 
широко используется после выхода монографии [4]. 
Разработаны численные методы решения интеграль-
ного уравнения [2,5]. Однако остается неизученной 
структура этого уравнения, характер особенности. 
Знание структуры позволит построить математически 
корректный, эффективный метод решения интеграль-
ных уравнений, как и для одиночного излучателя [1]. 

Сведение к одномерному интегральному уравнению 

Развитый выше метод применим к решетке из 
произвольных криволинейных, импедансных вибрато-
ров, щелевых излучателей, а также микрополосковых 
антенн на диэлектрической подложке. Здесь рассмотрим 
идеально проводящие линейные вибраторы длины 2l и 
радиуса a. Используя представление ядра одиночной 
вибраторной антенны [1] из уравнения (5), выведем ин-
тегральное уравнение относительно тока на поверхно-
сти центрального излучателя в безразмерных величинах 
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функции Бесселя и Макдональда, I(t) — неизвестная 
функция тока.  

Чтобы привести уравнение (7) к стандартному 
виду, перейдем от функции I(t) к новой функции 

).exp()()(  ihltItu  Одновременно умножим уравне-
ние (7) на функцию )exp( ihl  и обозначим всю пра-
вую часть как f(). В результате получим стандартное 
одномерное интегральное уравнение 
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Полученное уравнение (8) можно решать пря-

мыми численными методами: методом Галеркина, 
методом коллокаций, методом моментов и т.д. 

Выделение главного оператора и сведение  
к стандартному уравнению  

Используя асимптотику функций Бесселя и 
Макдональда [6] 
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Если в уравнении (8) применить асимптотику 
(9), получим главный оператор в виде 
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( uuA  если u  0. Для выяснения других 

свойств сведем оператор A
~

 к ранее исследованно-
му оператору на основе бесконечной суммы [6] 
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Второе слагаемое в (11) является непрерывной 
функцией. Следовательно, рассматриваемый ряд име-
ет логарифмическую особенность. Отсюда  
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С учетом (12) интегральное уравнение (8) 
можно записать в виде  
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Численно-аналитический метод решения уравнения 

Оператор А является положительно опреде-
ленным [1] в пространстве квадратично суммируе-
мых функций L2[–1,1]. В энергетическом пространст-
ве HA [7] оператор А обратим. Обратный оператор А–1 
задается формулой [8] 
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ограничен и даже вполне непрерывен. Воздействуя на 
обе части (13) оператором А–1, получим 
 ).)(())(()( 11   fAКuAu   (15) 
Уравнение оказывается уравнением Фредгольма вто-
рого рода в пространстве HA. Как и для одиночных 
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вибраторов, для фазированных решеток уравнение 
(13) предлагается решать численно-аналитическим 
методом. В этом методе решение ищется в виде сум-
мы двух слагаемых 
 u = u1 + u2.  (16) 

Первое слагаемое в (16) находится аналитиче-
ски по формуле 
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а второе слагаемое находится численно из решения 
уравнения 
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Уравнение (18) получено из (15) после под-
становки (16). Последнее уравнение можно решать 
различными численными методами, например, раз-
витыми в [1,8]. 

Заключение 

Таким образом, в работе развит общий метод 
вывода стандартных интегральных уравнений. Вна-
чале, с учетом условия периодичности Флоке, фор-
мируется двумерное интегральное уравнение отно-
сительно неизвестной функции поверхностных то-
ков на центральном излучателе. Затем, как и для оди-
ночного излучателя, двумерное интегральное урав-
нение сводится к одномерному. Наконец анализиру-
ется ядро одномерного интегрального уравнения 
или функция Грина бесконечной периодичной ре-
шетки. В основе анализа лежит исследование асим-
птотики членов ряда, входящего в ядро интегрально-
го уравнения. Этот подход применим не только к ре-
шетке излучателей с общей осью, но также к решетке 
параллельно расположенных излучателей и к дву-
мерной решетке, расположенной на плоскости.   
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