     § 2. Целые систематические числа.

     Чтобы оперировать с целыми числами и изучать их свойства, надо в самом начале уметь называть и записывать их. В разное время у разных народов были различные способы наименования и записи чисел. Всякий способ наименования и записи чисел называют системой счисления или нумерацией.

     В каждой системе счисления числа записываются с помощью определенных знаков (символов), которые теперь называют цифрами. В одних системах каждая цифра всегда означает одно и тоже число независимо от ее места (позиции) в записи числа. Такие системы называются непозиционными. В других – значения каждой цифры определяется не только самой цифрой, но и позицией, которую она занимает в записи числа. Такие системы называются позиционными.

     Совокупность различных цифр, используемых в системе счисления для записи чисел, называется алфавитом системы счисления, количество этих цифр  в системах (размерность алфавита) равно основанию системы счисления.

     Хорошо известным примером непозиционных систем счисления является римская система, которая дошла к нам из Древнего Рима. В ней для записи чисел используют семь цифр: цифра I всегда означает единицу, V – пять, X – десять, L – пятьдесят, C – сто, D – пятьсот, M – тысячу. С помощью этих цифр можно записать любое число, используя принцип сложения и вычитания. Вычитать можно, как правило, не больше одного знака, а складывать не больше трех различных знаков.

     Непозиционной была система счисления у древних греков. Они обозначали числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 первыми девятью буквами греческого алфавита.

     Культура Древней Руси была тесно связана с византийской, т.е. греческой культурой, поэтому и принцип обозначения чисел был похож на греческий. Числа обозначались с помощью букв, над которыми ставили особый знак (титло). В славянском счислении применялись следующие названия для обозначения высших десятичных разрядов: 10 тысяч назывались тьмой, 10 тем –  легионом, 10 легионов – леодром.

Определение. Пусть 
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  Говорят, что натуральное число a записано в позиционной системе счисления с основанием q, если 
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где 
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Представление (1) числа a называется также разложением числа a по степеням числа q. Элементы множества M называют цифрами q-ой позиционной системы. Представление (1) записывается сокращенно в виде:
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 и называется записью в q-ой позиционной системе.

Теорема. Пусть 
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, тогда всякое натуральное число a однозначно представляется в виде 


[image: image6.wmf]0

1

1

1

...

a

q

a

q

a

q

a

a

k

k

k

k

+

×

+

+

×

+

×

=

-

-

,
 где 
[image: image7.wmf].

0

,

,

0

,

¹

=

Î

k

i

a

k

i

M

a


Доказательство. Существование. Применив метод математической индукции, докажем возможность представления любого натурального числа a в виде (1).

1). Для a=1 и a<q запись (1), очевидно, возможна.

2). Пусть 
[image: image8.wmf]q
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, предположим возможность представления (1) для чисел, меньших a, и докажем, что тогда запись числа вида (1) возможна и для числа a.

Так как 
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, то по теореме о делении с остатком 
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 Поскольку b<a, то по предположению 
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Отсюда, из (2) и (3) следует (1). По принципу полной математической индукции данное утверждение имеет место для любого натурального a.

Единственность. Применив так же метод математической индукции, докажем теперь единственность записи (1).

1). Если 
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2). Предположим, что единственность имеет место для чисел, меньших a, и докажем единственность для числа a.

Докажем методом от противного. Предположим, что существует два различных представления (1) для числа a:
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По теореме о делении с остатком получаем:
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Получаем противоречие. Т.к. согласно теореме о делении с остатком 
[image: image18.wmf]0
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. Что и требовалось доказать.

Действие сложения, вычитания, умножения и деления для многозначных чисел в q-ичной системе счисления производятся по тем же правилам, что и в десятичной системе счисления («столбиком» и «уголком»), но при выполнении операция умножения и деления удобно пользоваться таблицами умножения. Перевод числа из одной системы счисления с основанием m в другую с основанием q производится по следующему алгоритму: последовательно будем делить a на q в системе счисления m:
a    q

a0   b0       q

       a1       b1     q

                 a2     b2.
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                                         as-1       bs-1      q

                                                     as      0
 Стрелка указывает направление от высших до низших разрядов числа, записанного в системе счисления с основанием q. Цифры числа a  в этой системе обведены кружочком: 
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      При рассмотрении позиционных систем счисления чрезвычайно важным является понятие базиса системы счисления.

     Базис позиционной системы счисления – это последовательность чисел, каждое из которых задает значение цифры по месту в записи числа, то есть “вес” каждого разряда. Например, базисы десятичной, двоичной и восьмеричной систем счисления соответственно: 1, 10, 102, 103, …, 10n, …; 1, 2, 22, 23, …, 2n, …; 1, 8, 82, 83, … .

     Выделение последовательности чисел в качестве базиса, которые задают “вес” или значение каждой цифры в записи числа в соответствии с ее местоположением в этой записи, и лежит в основе принципа построения позиционных систем счисления.

     Наряду с широко известными (традиционными) системами счисления, базис которых образуют члены геометрических прогрессий, а значения цифр есть натуральные числа, существуют системы счисления, базисы которых построены на иных принципах. Такие системы называют нетрадиционными, например, как факториальная система, ее базис – 1!, 2!, 3!, …, (n-1)!, n!, …(полезна как методический подход в расширении представлений о системах счисления и обобщении принципа позиционности); праймориальная (праймориал – это произведение всех простых чисел, меньших или равных p, где p – простое число, и обозначается p#); фибоначчиева система (алфавитом являются цифры 0 и 1, в записи числа в этой системе не могут стоять две единицы подряд) – 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …; уравновешанная; нега-позиционная и другие. Для традиционных систем счисления отношение базисных соседних элементов постоянно и равно основанию системы, а для нетрадиционных систем относительно размерности алфавита в общем случае сказать ничего нельзя.   

Пример 1. Записать в римской нумерации числа:

1) 32805, 2) 46 3) 919, 4) 1576.

Решение. 1) XXXIIMDCCCV, 2) XLVI, 3) CMXIX, 4) MDLXXVI.

Пример 2. Осуществить перевод чисел из одной  системы счисления в другую: 1) 46027=x10; 2) 625=y3; 3) 1523=z12; 4) 23045=v4. 

Решение. 1) Запись числа 46027 перепишем  в виде: 
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    (1) и выполним все указанные действия:
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Итак, 46027=1668.

Замечание. 1). Заметим, что в десятичной системе счисления индекс 10 не ставится. 2). Метод перевода в десятичную систему счисления по формуле (2) экономичнее линейной комбинации степеней q=7, стоящей в левой части равенства (1).

2). 625 = y3. 

Делим 625 на 3 и продолжаем делить получающиеся частные, располагая деление следующим образом:

625 3

624       208   3

    1       207   69   3

                 1   69     23   3

                          0   21   7    3

                                 2   6     2    3

                                       1    0    0

                                       2        

Записывая остатки, начиная с последнего, получаем: 625=2120013. Проверим ответ, переводя 2120113 обратно в десятичную систему счисления: 
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3). 19510=z12. Выполним деление:

  19519    12

    75       1625         12

      31       42          135        12

         70        65        15         11     12

         10          5        3       11      0             

Для остатков 10 и 11 вводим новые цифры (10) и (11). Тогда запись числа 19510 в системе счисления q=12 имеет вид: z12=(11)35(10)12.

Замечание. Видим, что при увеличении основания системы количество цифр записи данного числа уменьшается, но приходится использовать большее число различных цифр.

4) 23045=v4. Сначала переведем 23055 в десятичную систему счисления: 
[image: image24.wmf].
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 А теперь 329 переведем в систему счисления с основанием q=4:

329 4

    9    82   4

    1      2   20     4

            2     0     5     4     

                          1     1     4

                                 1    0

Значит, 23045=110214. 

2 способ. Возможен и непосредственный перевод из 5-ичной системы счисления в 4-ичную (это, однако, требует навыка выполнения арифметических действий в этих системах счисления).

Последовательно будем делить 23045 на 4, в системе счисления q=5:
2304 4  

            22        312      4

              10      31           40       4

                4          2         40       10     4

                14                     0         4     1      4

                13                                1     0      0

                  1                                       1                   

Итак, 23045=110214.

Пример 3. Вычислить: 
[image: image25.wmf]).
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Решение. Для выполнения вычислений в 5-ичной системе счисления можно пользоваться таблицами сложения и умножения:
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1). 
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Итак, A=1035.

Пример 4. Записать числа a=64678, b=1013 в системе счисления с основанием q=5 и разделить большее на меньшее с остатком.

Решение.  5=123
1).    64578      5                                        a=64678=1020135
              3          1244    5

                                 1      207    5

                                             0    33     5

                                                    2      5     5

                                                              0     1   5

1 0

2). _  1013    123
         101      2                            b=1013=205
             0 

3) _ 1020135         205      
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Упражнения.

№1. В чем заключается сходство и различие между непозиционными и позиционными системами счисления?

№2. Прочитать числа: 1) LXIV; 2) CLIX;  3)  DXCVI.

№3. Как изобразится основание q в девятеричной, двенадцатеричной и шестнадцатеричной системах счисления? 

№4. Записать все цифры пятнадцатеричной системы счисления. Сколько их?

№5. При записи числа 4023(10)7(12)9q использованы наименьшая и наибольшая цифры системы счисления. Чему равно основание q?

№6. Верно ли записаны числа в семеричной системе счисления:

1) 23607;  2) 357217; 3) 6085127? Если нет, то почему?

№7. Записать в римской нумерации числа:

1) 26;  4) 431;    7) 48325;    10) 192;

2) 55;  5) 2179;  8) 937;        11)  91547;

3) 93;  6) 3804;  9) 127305;  12)  42836.

№8. Осуществить переход:

1) 38=x9;  2) 70811=x;   3) 32014=x;  4) 54=x5;  5) 162=x13;
6) 325=x2;  7) 370518=x6;   8) 420135=x7;  9) 120113=x2;  10)  12406=x11.

№9. Чему равно основание системы счисления, в которой:

1) 26=101x;   2) 52x=32;   3) 400x=64;

4) 51=201x;    5) 45=231x; 6) 10302x=2550;

7)  400x=32;   8)  125x=2335;   9)  231x=1237.

№10. В бумагах одного математика была найдена странная автобиография: «Я окончил школу 33-летним юношей и поступил в том же году в институт, который успешно закончил в возрасте 42 лет. Вместе со своей маленькой сестренкой, которая училась в 3 классе средней школы  и была в возрасте 20 лет, я поехал на учительскую работу. Школа помещалась в 10 км от железной дороги. Это расстояние я не спеша легко преодолевал за 1 час, а на велосипеде за каких-нибудь сто минут. Работа в школе мне давалась легко. Нагрузка у меня была небольшая: 100 часов в неделю. Сестра моя училась очень хорошо и через 12 лет окончила среднюю школу, будучи еще совсем молоденькой девушкой: ей едва исполнилось 32 года».

Восстановить смысл чисел в этой биографии.

№11. Выполнить действия в соответствующих системах счисления:

1) (1001101+1110001) · (1110001-1001101),  q=2;

2) (212012· 201+22020) · 112-120110,             q=3;

3) (783041=27605) · 341+54321,                      q=9;

4) 42(11) · 13+(10)321-40752,                          q=12;

5) (471222 : 27+3205) · 42107;                         q=6;    

6) (1543+42) · 105=3241,                                  q=6;

7) (32054-72803) · 254-423105,                        q=9;

8) (12340+2323) · 121+4325,                            q=6;

9) 34506-(7(10)32+2341) · 121,                        q=11;

10) (321+4013)-52301 · 13,                            q=7. 

№12. Восстановить запись:

1)  +321032145               2) +10111*10*2    3) _432126                4) _1*01*3
        *2*0*24*5                             **0*0*1**12                   5**16                                *123
      13*0*3**15                           100*1*000102               **43*6                    10*13

№13. Возможны ли равенства:

1) 15+16=33;  2) 314+45=403;   3) 236-145=61; 4)  263-214=46;

5)  5 · 7=38;  6)  13 · 5=63;  7)  66 : 9=8;   8)  347 : 12=28;

9)   14+12=30;  10) 3 · 5=11;   11) 25 : 5=4.

№14. В какой системе счисления число 46 изобразиться теми же цифрами, но в обратном порядке?

№15. Доказать, что число 144 будет квадратом натурального числа в системе счисления с любым основанием q>4.

№16. Доказать, что число 1331 будет кубом натурального числа в системе счисления с любым основанием q>3.

№17. Решите уравнение:

1) 64524317-x8=12321312314;

2) 12412345 · 12113 + x9=12112121212123;

3) 123415+x7=11211110013.

№18. Выполните умножение чисел a  и b  в системе счисления q и сделайте проверку делением.

1) a=10(10)(10)1, b=1(10)1, q=11;

2) a=12(10)0(11), b=2(11)2,  q=12;

3) a= 4(10(3)10),  b=41(10),  q=11;

4) a= 6(10)4(11)5,  b=2(11)3,  q=12.
№19. Найдите частное и остаток при делении числа a на число b в системе счисления с основанием q и сделайте проверку умножением и сложением.

1) a=1011(10)1(10)1(10)1,  b=(10)1,  q=11;

2) a=5(10)7(10)3(10)7615, b=(10)3,  q=11;

3) a=121(11)111(10)(11)0,  b=(11)2,  q=12;

4) a=64511(11)25(10)(11), b=(11)3,  q=12.
№20. Запишите числа a и b в системе счисления с основанием q и разделите большее на меньшее.

1) a=18536, b=430,      q=7;   2) a=1213,  b=47319,   q=8;

3) a=1012,   b=143205, q=3;   4) a=1213,   b=5378,    q=12;

5) a=16537, b=201,      q=4;    6) a=3745a, b=405,       q=6;

7) a=15,      b=35718    q=11;  8)  a=1324,  b=16437,  q=5;

9)  a=2013,   b=65147,  q=5;   10) a=73568, b=244,     q=5.

№21. Тест для самоконтроля.

1) В позиционной системе счисления с основанием q верны следующие  равенства и неравенства: 12 · 13 ≤ 222;  3 · 2 > 10; 2 +1=3. Укажите верные и неверные высказывания об основании q.

1.1. q ≤ 3;   1.2.  q > 3;   1.3. q = 4 или q = 5;   1.4.   q < 6;  1.5. в любом случае q ≠ 5.

2)  В позиционной системе счисления с основанием q имеет место равенство: 12 +13 = (ab)q (a и b – цифры). Укажите верные и неверные утверждения:

2.1. Если a=2 , то q=5.

2.2. Если a=3, то b=1 или b=0.

2.3. Если a=2, то b=5.

2.4. Если a=2, то q ≥ 6.

2.5. При любом q > 1  a > b.
§ 3. Признаки делимости.
Очень часто возникает потребность,  не производя самого деления, ответить на вопрос о делимости одного числа на другое. Критерий, устанавливающий необходимое и достаточное  условие делимости произвольного натурального числа a на данное натуральное число m, называется признаком делимости на m.

Различают общие признаки, имеющие силу для любого m, и частные – для отдельных значений m.

Общий признак делимости выражает правило, посредством которого по цифрам числа a, записанным в системе счисления с основанием q, можно судить о делимости его на другое число m.

Французский математик Блез Паскаль (1623-1662) нашел общий признак делимости, которые может быть сформулирован следующим образом:

Теорема.  (общий признак делимости Паскаля). Для того, чтобы число a, записанное в произвольной q-ичной системе счисления в виде:
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  делилось на m, где ai – цифры числа a в q-ичной системе счисления, ri такие, что 
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Доказательство. Так как 
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Умножим равенство на aj и просуммируем равенство по всем 
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Отсюда, по свойствам делимости 
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Следствие 1. Пусть 
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. Для того, чтобы число, записанное в q-ичной системе счисления, делилось на m, необходимо и достаточно, чтобы сумма его цифр делилась на m. В частности, если q=10, то m=3 или m=9.

Следствие 2. Пусть 
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. Для того, чтобы число, записанное в q-ичной системе счисления, делилось на m, необходимо и достаточно, чтобы разность между суммами цифр на четных и нечетных местах делилась на m.  В частности, если q=10, то m=11.

Следствие 3. Пусть 
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Частные случаи, при q=10.

Признаки делимости:

1) на 4      
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2) на 7, 11, 13   
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3) на 8   
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Упражнения.

№ 1. Докажите, что если число 
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 делится на 13, то и число 
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 делится на 13. Верно ли обратное?

№ 2. Докажите. Что если число 
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 делится на 17, то и число 
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 делится на 17. Верно ли обратное?

№ 3. Следующее предложение назовем «позиционным признаком делимости на m»: разобьем цифры произвольного числа на группы по l цифр в каждой (считая справа) и сложим все полученные l-значные числа; взятое число в том и только в том случае делится на m, если эта сумма  l-значных чисел делится на m. 

Докажите, что если m взаимно просто с числом 10, то найдется число l, для которого справедлив позиционный признак делимости на m.

Сформулируйте и докажите позиционные признаки делимости на 7, на 11 и на 13.

№ 4. Какие целые числа от зачеркивания последней цифры уменьшаются в целое число раз?

№ 5. а) Найдите все целые числа, начинающиеся с цифры 6 и от зачеркивания этой цифры, уменьшающиеся в 25 раз.

б) Доказать, что не существует целых чисел, которые при зачеркивании первой цифры уменьшаются в 35 раз.

№ 6. Целое число уменьшается в 9 раз при зачеркивании некоторой его цифры; при этом полученное число тоже делится на 9.

а) Доказать, что для того, чтобы разделить полученное число на 9. Тоже достаточно вычеркнуть в нем одну цифру.

б) найти все целые числа, удовлетворяющие условию записи.

№ 7. а) найти все числа, которые при зачеркивании третьей цифры уменьшаются в целое число раз.

б)  найти все числа, которые при зачеркивании второй цифры уменьшаются в целое число раз.

№ 8. а) найти наименьшее целое число, начинающееся с цифры 1 и такое, что если переставить эту цифру в конец, то число увеличится втрое найти все такие числа. 

б) Какими цифрами могут начинаться отличные от нуля целые числа, увеличивающиеся втрое от перестановки первой цифры в конец? Найти все такие числа.

№ 9. Доказать, что нет целых чисел (отличных от нуля), которые от перестановки начальной цифры в конец увеличиваются в 4 раза, в 5 раз, в 6 раз, в 7 раз, в 8 раз, в 9 раз.

№ 10. Доказать, что нет целых чисел (отличных от нуля), которые увеличиваются вдвое от перестановки начальной цифры в конец.

№ 11. Найти наименьшее целое число, начинающееся цифрой 7 и уменьшающееся втрое от перестановки этой цифры в конец. Найти все такие числа.

№ 12. а) Доказать, что отличное от нуля, целое число не может быть меньше в 2, 3, 5, 6, 7 и 8 раз своего обращенного (то есть числа, состоящего из тех же цифр, записанных в обратном порядке).
б) Найти все целые числа, которые в 4 раза или в 9 раз меньше своего обращенного.

№ 13. а) Найти шестизначное число, которое увеличивается в 6 раз, если три последние цифры числа, не меняя их порядка, переставить в начало числа.

б) Доказать, что не существует восьмизначного числа, увеличивающегося в 6 раз при перестановке четырех последних цифр на первые места с сохранением их порядка.

№ 14. Найти шестизначное число, произведение которого на 2, на 3, на 4, на 5 и на 6 записывается теми же цифрами, что и оно само, но в другом порядке.

№ 15. Доказать, что сумма цифр числа 2n (записанного в 10-ичной системе счисления) неограниченно возрастает

№ 16. Доказать, что если k – любое  заданное натуральное число, большее единицы, c – любая цифра 10-ичной системы счисления, то существует натуральное число n, такое, что k-я от конца цифра в десятичном разложении числа 2n есть c.

№ 17. Доказать, что четыре последние цифры чисел 5n (n=1, 2, 3, …)    составляют периодическую последовательность. Определить период и выяснить, является ли он чистым.

№ 18. Доказать, что для каждого натурального числа 5 первые 5 цифр десятичного разложения квадратного числа могут быть произвольными.

№ 19. Доказать, что последние цифры (в 10-ичной системе счисления) чисел 
[image: image48.wmf]n

n

n

 (n=1, 2, 3, …) составляют периодическую последовательность. Найти период и исследовать, является ли он чистым.

№ 20. Доказать, что в каждой бесконечной десятичной дроби существует последовательность десятичных знаков произвольной длины, которые в разложении дроби встречается бесконечно много раз.
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