
2010  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №55 
 

 24 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
УДК 519.865 

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ОЦЕНКЕ  
МИНИМАКСНОГО РИСКА В СТАЦИОНАРНОЙ СРЕДЕ 

А.В.Колногоров 

Институт электронных и информационных систем НовГУ, Alexander.Kolnogorov@novsu.ru 

Для определения минимаксных стратегии и риска в задаче об оптимальном поведении в случайной среде 
использован теоретико-игровой подход. В этом случае минимаксная стратегия определяется как байесовская, 
соответствующая наихудшему априорному распределению.  Описаны свойства наихудшего априорного распределения — 
симметричность и асимптотическая однородность. Приведены рекуррентные интегро-разностные уравнения для 
вычисления байесовского риска. 
Ключевые слова: минимаксный подход, байесовский подход, адаптивное уравнение, поведение в случайной среде 

The ideas of the theory of games are used for determination of the minimax strategy and risk in the problem of the optimal 
behavior in random environment. In this case the minimax strategy is calculated as the Bayes one corresponding to the worst priori 
distribution. The properties of the worst priori distribution, such as symmetry and asymptotic uniformity, are described. The recurrent 
integro-defference equations for calculation the Bayes risk are given. 
Keywords: minimax approach, Bayesian approach, adaptative equation, behavior in random environment 

 

Определение объекта, стратегии и цели управления  

Рассматривается задача адаптивного управле-
ния в стационарной случайной среде [1], известная 
также как задача о двуруком бандите [2], в следую-
щей постановке. Пусть nξ , ,,...,1 Nn =  есть управ-
ляемый случайный процесс, значения которого ин-
терпретируются как доходы, зависят только от вы-
бираемых в текущие моменты времени вариантов 

ny  и имеют нормальные распределения с плотно-
стями 
 ( ),2/)(exp)π2()|( 22/1

ll mxmxf −−= −  (1) 
если l=ny  ( )2,1=l . Такая среда полностью описы-
вается векторным параметром ),(θ 21 mm= . Предпо-
лагается, что значение параметра θ  неизвестно, а 
известно только допустимое множество его значений 

{ },2 ||,2 |:|),( 22112121 cmmcmmmm ≤+≤−=Θ  где 
∞<21 ,cc . Для управления используется стратегия 

σ , которая в момент времени n  является измеримой 

функцией предыстории процесса, т.е. полученных 
откликов 11

1 ,..., −
− = n

n xxx  на выбранные варианты 

11
1 ,..., −
− = n

n yyy . Таким образом 

( ) ).,(σ,|Pr 1111 −−−− == nnnn
n xyxyy ll  

Множество стратегий обозначим Σ . 
Сформулируем минимаксную и байесовскую 

цели управления. Если бы параметр θ  был извес-
тен, то всегда следовало бы применять вариант, 
которому соответствует бóльшая из величин 1m , 

,2m  и полный ожидаемый доход равен в этом слу-
чае )( 21 mmN ∨ . Если же параметр неизвестен, то 
функция 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∨= ∑

=

N

n
nN mmEL

1
21θσ, )ξ)((θ)σ,(  

характеризует потери ожидаемого дохода вследствие 
неполноты информации. Здесь θσ,E  обозначает мате-
матическое ожидание по мере, порожденной стратеги-
ей σ  и параметром θ . При минимаксном подходе ве-
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личина максимальных потерь на множестве парамет-
ров Θ  минимизируется по множеству стратегий Σ , 
соответствующая величина )θσ,(supinf)Θ(

ΘΣ N
M
N LR =  

называется минимаксным риском, а обеспечивающая 
ее значение стратегия — минимаксной стратегией. 
При байесовском подходе следует минимизировать 
значение функции потерь, усредненное относительно 
априорного распределения Λ . Соответствующее зна-
чение ∫=

Θ
Σ

)θ(Λ)θσ,(inf)Λ( dLR N
B
N  называется байе-

совским риском, обеспечивающая ее стратегия — 
байесовской.  

Байесовский подход является намного более 
распространенным, чем минимаксный (см., напр., 
[2]). Это объясняется тем, что для вычисления байе-
совского риска можно написать рекуррентные урав-
нения, которые решаются методом динамического 
программирования и позволяют точно определить 
байесовскую стратегию для любого априорного рас-
пределения численными методами. В то же время 
байесовский подход много раз подвергался критике, 
поскольку ясных критериев для выбора априорного 
распределения, как правило, предложить нельзя. В 
этом смысле минимаксный подход является более 
предпочтительным, однако, его недостатком является 
сложность вычисления минимаксных стратегии и 
риска. В данной статье рассматривается метод их оп-
ределения как байесовских, соответствующих наи-
худшему априорному распределению. 

О связи минимаксного и байесовского подходов 

Связь между минимаксным и байесовским 
подходами устанавливает основная теорема теории 
игр, которая в нашем случае имеет следующий вид. 

Теорема 1. На множествах Σ , Θ  можно опре-
делить метрики Σρ , Θρ , которые превращают их в 
компактные метрические пространства. Функция по-
терь )θσ,(NL  непрерывна по σ , θ  в этих метриках. 
Множество Σ  содержит смешанные стратегии. В 
этом случае минимаксная стратегия 0σ  существует и 
совпадает с байесовской на наихудшем априорном 
распределении 0Λ , т.е. 

=== ∫ )θ(Λ)θ,σ()θ,σ(sup)Θ( 0

Θ

00

Θ
dLLR NN

M
N  

).Λ(sup)Λ(
}Λ{

0 B
N

B
N RR ==  

Из непрерывности )θσ,(NL  следует, что при 
вычислении байесовского риска априорные рас-
пределения можно сколь угодно точно приблизить 
распределениями, имеющими плотность. Байесов-
ский риск, вычисленный относительно априорного 
распределения с плотностью λ  будем обозначать 

)λ(B
NR .   

Таким образом, определение минимаксного 
риска сводится к вычислению байесовского риска для 
наихудшего априорного распределения. Некоторые 
дополнительные свойства байесовского риска даются 

следующей теоремой. 
Теорема 2. Байесовский риск является непре-

рывной и выпуклой вверх функцией априорного рас-
пределения, т.е. справедливы неравенства 
 ,θ|)(λ)(λ||)λ()λ(|

Θ
21121 ∫ θ−θ≤− dNcRR B

N
B
N  (2) 

 )λ(α)λ(α)λαλα( 22112211
B
N

B
N

B
N RRR +≥+  (3) 

для любых 1λ , 2λ  и положительных чисел 1α , 2α  
таких, что 1αα 21 =+ .  

Приведем рекуррентные уравнения, позво-
ляющие вычислять байесовский риск методом дина-
мического программирования. Положим 

( )
⎩
⎨
⎧

=
≥−−=

−

.0  при  1
,1  при  )2/()(exp)π2()|(

22/1

n
nnmnXnmXfn  

Пусть к моменту времени n  оба варианта применены 
соответственно 1n  и 2n  раз, а полные доходы за их 
применение равны 1X  и 2X . Тогда плотность апо-
стериорного распределения дается формулой 

=),,,|,(λ 221121 nXnXmm  

.
),(λ)|()|(

),(λ)|()|(

Θ
21212211

212211

21

21

∫∫
=

dmdmmmmXfmXf

mmmXfmXf

nn

nn  

Обозначим через ),,,;λ( 221121
nXnXRB

nnN −−  байесов-

ский риск, вычисленный на последних 21 nnN −−  
шагах относительно апостериорного распределения с 
плотностью ),,,|,(λ 221121 nXnXmm . Тогда 

( ),)(),(min)( )2()1(
212121
⋅⋅=⋅ −−−−−− nnNnnN

B
nnN RRR  

где ;0)()( )2(
0

)1(
0 =⋅=⋅ RR   

(∫∫ +−= +
−−

Θ
122211

)1( )(),,,;λ(
21

mmnXnXR nnN  

 )×+++ −−− ),,1,;λ( 22111
)1(

21
nXnxXRE B

nnNx  

;),,,|,(λ 21221121 dmdmnXnXmm×    (4) 

(∫∫ +−= +
−−

Θ
212211

)2( )(),,,;λ(
21

mmnXnXR nnN  

)×+++ −−− )1,,,;λ( 22111
)2(

21
nxXnXRE B

nnNx   

;),,,|,(λ 21221121 dmdmnXnXmm×     (5) 

,)|()()()( ∫
∞

∞−

= dxmxfxRxREx l
l , 2,1=l . 

Суть уравнений (4), (5) для вычисления 
),,,;λ( 2211

)(
21

nXnXR nnN
l

−−  состоит в том, что они опи-

сывают ожидаемый доход, если на первом шаге приме-
няется вариант с номером l , а далее применяется оп-
тимальная байесовская стратегия. При этом байесовская 
стратегия предписывает на шаге с номером 21 nn +  вы-
бирать вариант с номером l , соответствующим мень-
шему из значений ),,,;λ( 2211

)(
21

nXnXR nnN
l

−− , 2,1=l . 

При равенстве обоих значений выбор варианта может 
быть произвольным. 
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О свойствах наихудшего априорного распределения 

Нормальная плотность распределения доходов 
(1) позволяет выделить такие преобразования λ̂  ап-
риорной плотности распределения λ , которые не 
меняют байесовский риск, т.е. ).λ()λ̂( NN RR =   

Теорема 3. Следующие преобразования апри-
орной плотности распределения не меняют значения 
байесовского риска: 

),(λ),(λ̂ 1221 mmmm =   (для любых 1m , 2m ); 
),(λ),(λ̂ 2121 mmmm −−=   (для любых 1m , 2m ); 

),(λ),(λ̂ 2121 xmxmmm ++=  (для любых 1m , 

2m  и любого фиксированного х). 
Доказательство теоремы может быть получено 

методом математической индукции с использованием 
уравнений (4), (5). Например, чтобы обосновать первое 
преобразование, отметим, что справедливы выполняю-
щиеся для всех предысторий ),,,( 2211 nXnX  равенства  

),,,,;λ(),,,;λ̂( 1122
)2(

2211
)1(

2121
nXnXRnXnXR nnNnnN −−−− =  

),,,,;λ(),,,;λ̂( 1122
)1(

2211
)2(

2121
nXnXRnXnXR nnNnnN −−−− =  

и, следовательно, 
),,,,;λ(),,,;λ̂( 11222211 2121

nXnXRnXnXR B
nnN

B
nnN −−−− =  

откуда требуемое свойство получается при 021 == nn . 
Определение. Плотности распределения из по-

следовательности }λ{ N , для которых выполнено ус-
ловие )λ(sup)λ(

}λ{
NNN RR ∼ , назовем асимптотически 

наихудшими.  
Справедлива следующая теорема. 
Теорема 4. Асимптотически наихудшая плот-

ность априорного распределения может быть выбрана 
в виде 

)),(5,0(ν|)|5,0(5,0),(λ 212121 mmmmmm aNN +⋅−ρ=   (6) 
где )(ν ⋅a  — плотность равномерного распределения 
на отрезке amm ≤+  ||5,0 21  для произвольного доста-
точно большого 2ca >> . 

Действительно, если ),(λ 21
0 mm  — плотность 

наихудшего априорного распределения, то (с учетом 
выпуклости байесовского риска (2)) ),(λ 21 mmN  
можно взять в виде 

( ) ,),(λ),(λ)4(),(λ 12
0

21
01

21 ∫
−

− +++++=
a

a
N dxxmxmxmxmamm  

при этом будем считать, что 2ca >> . С учетом непре-
рывности байесовского риска (3) такая плотность мо-
жет быть сколь угодно точно приближена симметриче-
ской асимптотически однородной плотностью (6).  

Следствие. Асимптотически наихудшая плот-
ность априорного распределения может быть выбрана 
в виде 

=)|,(λ 21 XmmN  

( ),))(5,0(exp|)|5,0(ρπ5,0 2
2121

2/1 XmmmmN −+−−= −  (7) 
где 2 || caX −≤ , 2ca >> . 

Действительно, пусть оба варианта применены 
по очереди, и полученный полный доход равен X2 . 

Обозначим mmm 221 =+ . Тогда апостериорная плот-
ность для второго сомножителя в (6) при baX −≤ || , 

1>>b , равна 

( ).)(expπ

)(ν)|2(

)(ν)|2(
)|(ν 22/1

2

2 Xm

dmmmXf

mmXf
Xm a

a
a

a −−≈= −

−
∫

 

Так как плотность ( )2
21

1/2 ))(5,0(expπ Xmm −+−−  не 
меняется при одновременной замене xmm += 11ˆ , 

xmm += 22ˆ , xXX +=ˆ , то в силу теоремы 3 байе-
совский риск для всех плотностей вида (7) имеет одно 
и то же значение.  

Что касается множителя |)|5,0(ρ 21 mmN − , то 
результаты численного расчетов [3] показывают, что 
он сосредоточен на множестве параметров вида 
{ }2/1

21 2:θ −±=− dNmm . Это подтверждает представ-
ленную в [4] асимптотическую оценку, в которой по-
рядок минимаксного риска установлен равным 2/1N . 

Интегро-разностные уравнения для вычисления 
байесовского риска относительно наихудшего  

априорного распределения 
Для вычислений удобно асимптотически наи-

худшее априорное распределение взять в виде (7). 
Положим 

=),,,( 2211 nXnXp  

,)0|,(λ)|()|( 11212211 21∫∫
Θ

= dmdmmmmXfmXf Nnn  

=−− ),,,( 221121
nXnXr nnN  

).,,,(),,,( 2211221121
nXnXpnXnXR B

nnN ⋅= −−  
С использованием уравнений (4), (5) после неслож-
ных преобразований получим 

( ), )(),(min)( )2()1(
212121
⋅⋅=⋅ −−−−−− nnNnnNnnN rrr  

где ;0)()( )2(
0

)1(
0 =⋅=⋅ rr  

+= ∫
∞

−−
0

22112211
)1( )ν(ρ)ν,,,,(ν2),,,(

21
dvnXnXgnXnXr NnnN  

;)(),,1,( 1122111 121∫
∞

∞−

−−− −+++ dxxnXqnXnxXr nnnN  

+−= ∫
∞

−−
0

22112211
)2( ν)ν(ρ)ν,,,,(ν2),,,(

21
dnXnXgnXnXr NnnN  

.)()1,,,( 2222111 221∫
∞

∞−

−−− −+++ dxxnXqnxXnXr nnnN  

Здесь 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

−
+

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

−
+

==

=

=

.0   ,0  при    
2

)ν(exp
)2(π

1

,0  ,0  при   
2

)ν(exp
)2(π

1
,0  ,0  при   1

)ν,,,,(

12
1

2
11

11

21
2

2
22

22

21

2211

nn
n
Xn

nn

nn
n
Xn

nn

nn

nXnXg

 



2010  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №55 
 

 27 
 

×
++

=
)2(π

1)ν,,,,(
2121

2211 nnnn
nXnXg  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
−++++−

−×
)2(2

)ν(2)ν(2)2(exp
21

2
22

2
11

2
2121

nn
XnXnvXXnn

 

при 01 >n , 02 >n . Через 1X , 2X  обозначены сред-
ние значения 111 / nXX = , 222 / nXX = ,  

⎪⎩

⎪
⎨
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=
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Заключение 

В работе представлен теоретико-игровой под-
ход к асимптотической оценке минимаксного риска в 
стационарной среде. Согласно этому подходу мини-

максный риск численно равен байесовскому, вычис-
ленному на наихудшем априорном распределении. 
Описаны свойства наихудшего априорного распреде-
ления — симметричность и асимптотическая одно-
родность. Приведены интегро-разностные уравнения 
для вычисления бвйесовского риска относительно 
наихудшего априорного распределения методом ди-
намического программирования. 
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