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Лабораторная работа 1
Основные статистические характеристики вариационных рядов
Вариационный ряд принято характеризовать несколькими статистическими параметрами, которые позволяют производить сравнение степени изменчивости (варьирования) изучаемых признаков. Этими параметрами являются: средняя арифметическая  (Хср.), дисперсия (S2), стандартное отклонение (S), стандартная ошибка средней арифметической (SХср), коэффициент вариации (V) и относительная ошибка выборочной средней (SХ%).
Средняя арифметическая – наиболее универсальная характеристика ряда. Нахождение средней – это замена всех вариант совокупности абстрактной средней величиной.
Хср. = (Х1 + Х2 +….+ Хn) / n = ∑Xi : n           (1.1)
Где                    Хср. – средняя арифметическая ряда;
                           n       - объем совокупности (число вариант ряда)

      Х1 + Х2 +….+ Хn – значения вариант.

 Средняя арифметическая дает первое  обобщенное понятие о совокупности изучаемых величин. Однако она не дает представления об изменчивости ряда. Величина отклонений от среднего таким показателем служить тоже не может, поскольку сумма отклонений от среднего всегда равна нулю независимо от характера вариации. Чтобы отклонение от среднего могли служить мерой изменчивости, необходимо освободиться от их знака, что достигается возведением положительных и отрицательных отклонений в квадрат. Разделив сумму квадратов всех отклонений на их общее число, получим средний квадрат отклонений, который принято называть дисперсией (S2):

                              S2 = ∑ (Хi – Хср.)2 : (n – 1),                          (1.2)

Откуда стандартное отклонение (S): 

                  S = √ S2 = √ ∑ (Хi – Xср.)2 : (n - 1)                           (1.3)

Уменьшение числа отклонений на 1 единицу в знаменателях формул объясняется тем, что одно из отклонений в ряду является зависимым от других. Количество свободно варьирующих величин   ν = n – 1  называется числом степеней свободы.

Стандартное отклонение S само по себе не может характеризовать изменчивость величины, поэтому в статистику вводят понятие относительного среднего отклонения, которое, выраженное в процентах называется коэффициентом вариации:

                               V = (S : Xср.) · 100                                   (1.4)

Изменчивость вариационного ряда принято считать незначительной, если коэффициент вариации (V) не превышает 10%, значительной, если V больше 20% и средней, если V больше 10, но меньше 20%.

Ошибка средней арифметической определяется по формуле:

                                  SХср= S : √ n                                        (1.5)

Показатель точности или относительная ошибка выборочной средней:

                            Sx% = (SХср : Xср.) · 100                               (1.6)      

В полевых опытах считается удовлетворительной точность 5-7%.                                                                                                                                                                        
Задание: Рассчитать основные статистические характеристики вариационного ряда, представленного вариантами запаса древостоя на пробных площадях согласно своего варианта, приведенного в таблице 1.1.

Таблица 1.1 Запасы древостоя на пробных площадях, м3/га                      

	Вариант

опыта
	Повторность

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	240
	233
	224
	194
	255
	301
	295
	213
	255

	2
	205
	213
	277
	303
	288
	235
	289
	304
	350

	3
	195
	184
	186
	177
	156
	189
	174
	199
	201

	4
	199
	185
	172
	185
	167
	194
	192
	181
	173

	5
	184
	179
	165
	180
	150
	166
	172
	189
	162

	6
	177
	185
	169
	181
	174
	166
	179
	155
	182

	7
	152
	162
	174
	155
	180
	166
	155
	143
	158

	8
	160
	169
	152
	174
	190
	154
	167
	170
	166

	9
	149
	154
	159
	152
	162
	174
	138
	144
	156

	10
	156
	168
	175
	184
	159
	162
	158
	166
	174

	11
	155
	169
	177
	167
	154
	164
	133
	158
	170

	12
	143
	152
	155
	164
	152
	162
	148
	153
	154

	13
	139
	130
	142
	135
	146
	129
	133
	148
	152

	14
	144
	149
	152
	146
	144
	129
	134
	137
	150

	15
	132
	125
	129
	124
	119
	138
	150
	129
	124

	16
	129
	134
	136
	122
	119
	138
	126
	128
	122

	17
	120
	124
	119
	124
	125
	131
	138
	126
	131

	18
	105
	112
	115
	117
	120
	128
	102
	100
	124

	19
	112
	115
	125
	126
	103
	106
	125
	115
	113

	20
	90
	89
	94
	89
	85
	102
	83
	108
	110


Пример. Рассчитать основные статистические характеристики вариационного ряда, представленного вариантами запаса древостоя на пробных площадях: 256, 315, 274, 220, 297, 331, 280, 225, 294, 305 м3/га.
1. Средний запас: 

 Хср. = (256+315+274+220+297+331+280+225+294+305):10 = 280 м3/га

2. Дисперсия:

S2 =√ ∑ (Хi – Xср.)2 : (n – 1) = ((256-280)2 + (315-280)2 +….+(305-280)2) : 9 = 8933 : 9 = 992 
3. Стандартное отклонение:

S = √S2 =  √992 = 32 м3/га

4. Коэффициент вариации:

 V = (S : Xср.) · 100 = (32 : 280) · 100 = 11.4 м3/га 
5.  Ошибка средней арифметической:
 SХср= S : √ n  = 32 : √10 = 10.1 м3/га  

6. Показатель точности или относительная ошибка выборочной средней:

             Sx% = (SХср  : Xср.) · 100  =     10,1 : 280 · 100 = 3,6% 
Вывод:  Показатели точности определения среднего запаса древостоя на пробных площадях вполне удовлетворительные.                   

     Лабораторная работа 2

Оценка различий между двумя выборками

Целью большинства экспериментов является установление различий между результатами, полученными в определенных условиях. Обычно в опыте производится несколько параллельных определений, а затем делается сравнение вариантов между собой или сравнение вариантов с контролем. При этом, как правило, получаются различия, на основании которых неопытный экспериментатор может сделать необоснованные выводы, особенно, если именно такие различия ожидалось получить, когда планировался опыт.
Однако, различия в результатах могут быть обусловлены не только влиянием изучаемых в опыте факторов, но и случайными обстоятельствами, которые заранее неизвестны. Поэтому в статистике совокупности сравниваются между собой проверкой нулевой гипотезы, которая при сравнении выборочных средних формулируется так: допустим, что оба сравниваемые результата опыта представляют выборки из одной и той же генеральной совокупности. Тогда, при отсутствии случайных колебаний, разница между выборочными средними была бы равна нулю, а при наличии их не превысила бы допустимых для данной генеральной совокупности значений.
Нулевую гипотезу отвергают (а разность между средними признают существенной), если вычисленные по экспериментальным данным значения фактического критерия Стьюдента t ,будет больше теоретического (табличного). Если же фактическое t равно табличному или меньше его, то полученная в эксперименте разность между средними обусловлена случайными причинами. Нулевая гипотеза в этом случае не отвергается, а различие между средними не может быть признано существенным.

Порядок вычислений сводится к следующему:

1. Вычисляют средние для каждой выборки: 

Хср.1 = (Х1.1 + Х1.2 +…..+ Х1.n) : n 

Хср.2 = (Х2.1 + Х2.2 +…..+ Х2.n) : n                                           (2.1)

2. Находят ошибки средних для каждой выборки:

SXср1 = √ ∑ (X1.i  - Хср.1)2 : (n (n – 1))                                       

SXср2 = √ ∑ (X2.i  - Хср.2)2 : (n (n – 1))                                      (2.2)
3. Определяют разность между средними:

d = Хср.1 - Хср.2)                                                                        (2.3)

4. Находят ошибку разности средних:
Sd  = √ SXср1 2 + SXср2 2                                                                 (2.4)
5. Вычисляют фактическое значение критерия Стьюдента:

tфакт = d : Sd                                                                                (2.5)
6. В таблице П2 приложений находят теоретическое значение tтеор  для 5% уровня значимости. При этом число степеней свободы принимают равным:
ν = 2n – 2                                                                                  (2.6)

где n – число определений в сравниваемых выборках.

7. Сопоставляют значения tфакт  и tтеор .

Если tфакт больше или равно tтеор , то разность между средними существенна, а в противном случае – не существенна.

Задание: Оценить различия между двумя выборками запаса древостоя на пробных площадях согласно своего варианта, приведенного в таблице 2.1.

Таблица 1.1 Запасы древостоя на пробных площадях, м3/га                      

	Вариант

опыта
	Пробная площадь 1
	Пробная площадь 2



	
	повторность
	повторность

	
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4

	1
	240
	233
	224
	194
	195
	184
	186
	177

	2
	255
	301
	295
	213
	288
	235
	289
	304

	3
	167
	194
	192
	181
	156
	189
	174
	199

	4
	199
	185
	172
	185
	150
	166
	172
	189

	5
	184
	179
	165
	180
	112
	115
	125
	126

	6
	90
	89
	94
	89
	174
	166
	179
	155

	7
	105
	112
	115
	117
	180
	166
	155
	143

	8
	120
	124
	119
	124
	190
	154
	167
	170

	9
	129
	134
	136
	122
	162
	174
	138
	144

	10
	132
	125
	129
	124
	159
	162
	158
	166

	11
	139
	130
	142
	135
	154
	164
	133
	158

	12
	144
	149
	152
	146
	152
	162
	148
	153

	13
	143
	152
	155
	164
	146
	129
	133
	148

	14
	205
	213
	277
	303
	144
	129
	134
	137

	15
	155
	169
	177
	167
	119
	138
	150
	129

	16
	156
	168
	175
	184
	119
	138
	126
	128

	17
	149
	154
	159
	152
	125
	131
	138
	126

	18
	160
	169
	152
	174
	120
	128
	102
	100

	19
	177
	185
	169
	181
	103
	106
	125
	115

	20
	152
	162
	174
	155
	85
	102
	83
	108


Пример. При исследовании различных приемов окультуривания почвы на лесном питомнике производилось определение содержания гумуса в почве в первый год пользования и через пять лет (табл. 2.2). Требуется оценить различия между средними.
Таблица 2.2  Изменение содержания гумуса в почве в процессе      её окультуривания

	Повторность
	1-й год использования
	6-й год использования

	
	Содержание гумуса, %
	Среднее, %
	Содержание гумуса, %
	Среднее, %

	1
	2,21
	2,09
	2,22
	2,36

	2
	1,96
	
	2,49
	

	3
	1,98
	
	2,21
	

	4
	2,21
	
	2,49
	


1. Вычисляют ошибки средних: 

SXср1 = √ ∑ (X1.i  - Хср.1)2 : (n (n – 1)) = √ ((2,21 - 2,09)2 + (1,96 -  2,09)2 + (1,98 - 2,09)2 + (2,21 - 2,09)2 ) : 4(4 – 1) =  √ (0,014 + 0,017 + 0,12 + 0,14) : 12 = √ 0,57 : 12 = 0,07%.

 SXср2 = √ ∑ (X2.i  - Хср.2)2 : (n (n – 1)) = √ ((2,22 - 2,36)2 + (2,49 -  2,36)2 + (2,21 - 2,36)2 + (2,49 - 2,09)2 ) : 4(4 – 1) =  √ (0,020 + 0,017 + 0,022 + 0,17) : 12 = √ 0,76 : 12 = 0,08%.                                                  

2. Определяют разность между средними:
d = Хср.1 - Хср.2) =  2,36 – 2,09 = 0,27%

            3.  Находят ошибку разности средних:

Sd  = √ SXср12  + SXср22  =  √ 0,072 + 0,082 =  √ 0,0113 = 0,106%                                                                                                                                                                                                     
4. Вычисляют фактическое значение критерия Стьюдента:

             tфакт = d : Sd = 0,27 : 0,106 = 2,55

в таблице П2 приложений для числа степеней свободы    ν = 2n – 2 = 6 находят t05 = 2,45.

Сопоставляя фактическое значение t с теоретическим приходят к следующему выводу:
На 5% уровне значимости разность существенна, так как tфакт  > tтеор (2,55 > 2,45).
Лабораторная работа 3
Дисперсионный анализ
По данным своего варианта (табл. 3.1) используя данные таблицы 3.2 провести обработку однофакторных опытов.
Таблица 3.1 Варианты заданий

	Варианты опыта
	Повторности

	
	1-5
	2-6
	3-7
	4-8
	5-9

	1,5,9,13,17
	01
	02
	03
	04
	05

	2,6,10,14,18
	06
	07
	08
	09
	10

	3,7,11,15,19
	11
	12
	13
	14
	15

	4,8,12,16,20
	16
	17
	18
	19
	20


Таблица 3.2  Данные измерений ТГК сосны для вариантов заданий
	Вариант
опыта
	Повторность

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	2,40
	2,33
	2,24
	1,94
	2,55
	3,01
	2,95
	2,13
	2,55

	2
	2,05
	2,13
	2,77
	3,03
	2,88
	2,35
	2,89
	3,04
	3,50

	3
	1,95
	1,84
	1,86
	1,77
	1,56
	1,89
	1,74
	1,99
	2,01

	4
	1,99
	1,85
	1,72
	1,85
	1,67
	1,94
	1,92
	1,81
	1,73

	5
	1,84
	1,79
	1,65
	1,80
	1,50
	1,66
	1,72
	1,89
	1,62

	6
	1,77
	1,85
	1,69
	1,81
	1,74
	1,66
	1,79
	1,55
	1,82

	7
	1,52
	1,62
	1,74
	1,55
	1,80
	1,66
	1,55
	1,43
	1,58

	8
	1,60
	1,69
	1,52
	1,74
	1,90
	1,54
	1,67
	1,70
	1,66

	9
	1,49
	1,54
	1,59
	1,52
	1,62
	1,74
	1,38
	1,44
	1,56

	10
	1,56
	1,68
	1,75
	1,84
	1,59
	1,62
	1,58
	1,66
	1,74

	11
	1,55
	1,69
	1,77
	1,67
	1,54
	1,64
	1,33
	1,58
	1,70

	12
	1,43
	1,52
	1,55
	1,64
	1,52
	1,62
	1,48
	1,53
	1,54

	13
	1,39
	1,30
	1,42
	1,35
	1,46
	1,29
	1,33
	1,48
	1,52

	14
	1,44
	1,49
	1,52
	1,46
	1,44
	1,29
	1,34
	1,37
	1,50

	15
	1,32
	1,25
	1,29
	1,24
	1,19
	1,38
	1,50
	1,29
	1,24

	16
	1,29
	1,34
	1,36
	1,22
	1,19
	1,38
	1,26
	1,28
	1,22

	17
	1,20
	1,24
	1,19
	1,24
	1,25
	1,31
	1,38
	1,26
	1,31

	18
	1,05
	1,12
	1,15
	1,17
	1,20
	1,28
	1,02
	1,00
	1,24

	19
	1,12
	1,15
	1,25
	1,26
	1,03
	1,06
	1,25
	1,15
	1,13

	20
	0,90
	0,89
	0,94
	0,89
	0,85
	1,02
	0,83
	1,08
	1,10


 Обработку однофакторных опытов проводят в следующем порядке:
1) составляют таблицу данных, в которой определяют суммы по вариантам, повторениям и средние;

2) вычисляют корректирующий фактор, суммы квадратов для общего варьирования Су, варьирования повторений Ср, вариантов Сv и остатка Сz;

3) составляют таблицу дисперсионного анализа и проверяют нулевую гипотезу по критерию F Фишера, расчеты ведутся по формулам, приведенным в табл. 3.3;
4) составляют итоговую таблицу опыта, в которой отмечают существенность полученных в опыте различий

Таблица 3.3 Формулы для вычисления сумм квадратов, степеней свободы и критерия F при дисперсионном анализе однофакторных опытов

	Дисперсия
	Суммы квадратов
	Степени свободы
	Средний квадрат
	Критерий F

	
	
	
	
	Fфакт
	Fтеор

	Общая Су
	∑Х2 - С
	N - 1
	
	Sv2: Sz2
	Находится по таблице П1 Приложения 

	Повторений Ср
	∑ Р2 : t - C
	n - 1
	
	
	

	Вариантов Сv
	∑ V : n - C
	l - 1
	Sv2= Сv/(l–1)
	
	

	Остаток Сz
	Су  - Ср - Сv 
	(l– 1)( n – 1)
	Sz2 = Сz /
(l–1) ( n – 1)
	
	


Примечания: Х – результаты опыта; N – общее число наблюдений – N=ln; l – число вариантов в опыте; n – число повторений внутри варианта; С – корректирующий фактор (поправка)  С = (∑Х)2 / N.
Пример. Необходимо произвести дисперсионный анализ данных наблюдений за радиальным приростом сосны различного возраста.
1 В исходной таблице результатов опыта (табл. 3.4) подсчитывают суммы по вариантам, повторностям и общую сумму, а также средние по вариантам и опыту в целом.

Правильность расчетов проверяют по равенству

                   ∑Р =  ∑V =  ∑Х = 47,11
Таблица 3.4   ТГК сосны различного возраста

	Вариант
	ТГТ по повторностям, мм
	Суммы по вариантам V
	Средние по вариантам

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	
	

	20 лет
	2,15
	2,20
	2,17
	2,02
	2,00
	1,95
	1,90
	14,39
	2,06

	40лет
	2,00
	1,90
	1,97
	1,89
	1,85
	1,93
	1,80
	13,34
	1,91

	60 лет
	1,56
	1,64
	1,77
	1,52
	1,56
	1,68
	1,49
	11,22
	1,60

	80 лет
	1,22
	1,18
	1,10
	1,15
	1,17
	1,21
	1,13
	8,16
	1,17

	Суммы Р
	6,93
	6,92
	7,01
	6,58
	6,58
	6,77
	6,32
	∑Х=47,11
	Х = 1,68


2 Выбрать произвольное начало А, близкое к среднему (в нашем случае 1,70),и составляют вспомогательную таблицу преобразованных данных (табл. 3.5), в которой записывают отклонения исходных данных от произвольного начала (Х-А) и подсчитывают суммы отклонений по вариантам и повторениям. Правильность расчетов проверяют по соблюдению условия ∑Р =  ∑V =  ∑Х = 47,11

Таблица 3.5  Преобразованные исходные данные

	Вариант
	Х1 = Х – 1,7
	Суммы по вариантам V

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	

	20 лет
	0,45
	0,50
	0,47
	0,32
	0,30
	0,25
	0,20
	2,49

	40лет
	0,30
	0,20
	0,27
	0,19
	0,15
	0,23
	0,10
	1,44

	60 лет
	-0,14
	-0,06
	0,07
	-0,18
	-0,14
	-0,02
	-0,21
	-0,68

	80 лет
	-0,48
	-0,52
	-0,06
	-0,55
	-0,53
	-0,49
	-0,57
	-3,74

	Суммы Р
	0,13
	0,12
	0,21
	-0,22
	-0,22
	-0,03
	-0,48
	∑Х= - 0,49


Затем вычисляют:
Общее число наблюдений N = ln = 4 · 7 = 28;

Корректирующий фактор С = (∑Х)2 / N = (-0,49)2 / 28 = 0,0086;
Су = ∑Х12 – С = (0,452 + 0,502 + …..+ (-0,03)2 + (-0,48)2) – 0,0086 =3,4265 – 0,0086 = 3,4179;
Ср = ∑ Р2 : t – C = (0,132 + 0,122 + 0,212 + (-0,22)2 + (-0,22)2 + (-0,03)2  + (-0,48)2) : 4 – 0,0086 = 0,4035 : 4 – 0,0086 = 0,1009 – 0,0086 = 0,0923;
Сv = ∑ V : n – C = (2,492 + 1,442  + (-0,68)2 + (-3,74)2) : 7 – 0,0086 = 22,7237 : 7 – 0,0086 = 3,2462 – 0,0086 = 3,2376;

    Сz = Су  - Ср - Сv = 3,4179 - 0,0923 - 3,2376 = 0,088;
3   Составляют таблицу дисперсионного анализа (табл. 3.6)

Таблица 3.6  Результаты дисперсионного анализа

	Дисперсия
	Сумма квадратов
	Степени свободы
	Средний квадрат
	Критерий F

	
	
	
	
	Fфакт
	F05

	Общая
	3,4162
	27
	-
	-
	-

	Повторений
	0,0923
	6
	-
	-
	-

	Вариантов
	3,2376
	3
	1,08
	216
	5,29

	Остаток (ошибки)
	0,088
	18
	0,005
	-
	-


Значения F05 находят по таблице П1 Приложения для 3 степеней свободы дисперсии вариантов (числитель) и для 18 дисперсий ошибки (знаменатель). Как видно из сопоставления фактического значения критерия F с теоретическим, в опыте есть существенные различия между вариантами.
4  Для оценки существенности частных различий между вариантами вычисляют ошибку опыта, ошибку разности средних и наименьшую существенную разность для 5% уровня значимости.


Sx = √ Sz2 / n =  √ 0.005 / 3 = 0.04 мм;
               Sd =  √ 2 · Sz2 / n =  √ 2 · 0.005 / 3 = 0.06 мм;
               НСР05 = t05  · Sd = 2.1 · 0.06 = 0.13 мм.

Теоретические значения критерия t находят по таблице П2 Приложения для 18 степеней свободы остатка.

5   Составляют итоговую таблицу результатов, в которой * отмечают отклонения, существенные на 5% уровне значимости.
Таблица 3. 7   ТГК сосны различного возраста

	Вариант
	ТГТ по повторностям, мм
	Средние по вариантам
	Отклонение 

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	
	

	20 лет
	2,15
	2,20
	2,17
	2,02
	2,00
	1,95
	1,90
	2,06
	0,89*

	40лет
	2,00
	1,90
	1,97
	1,89
	1,85
	1,93
	1,80
	1,91
	0,31*

	60 лет
	1,56
	1,64
	1,77
	1,52
	1,56
	1,68
	1,49
	1,60
	0,43*

	80 лет
	1,22
	1,18
	1,10
	1,15
	1,17
	1,21
	1,13
	1,17
	-


НСР05 = 0,13 мм

Лабораторная работа 4
Корреляционный анализ
По данным своего варианта выполнить корреляционный анализ, т.е оценить взаимосвязь между результативным признаком (ТГК)  и факториальным (суммой осадков за вегетационный период) по схеме, приведенной в примере. 
Таблица 4.1 Варианты заданий

	Вариант
	
	Сумма осадков за вегетационный период, мм

	
	
	105
	216
	290
	384
	505
	612

	1
	 Толщина годичного кольца (ТГК), мм
	1,05
	1,35
	1,75
	1,75
	1,95
	2,64

	2
	
	0,95
	1,45
	1,50
	2,00
	2,25
	2,50

	3
	
	1,23
	1,37
	1,61
	1,54
	1,50
	2,00

	4
	
	1,27
	1,25
	1,39
	1,50
	1,81
	1,84

	5
	
	1,10
	1,25
	1,50
	1,63
	1,90
	2,15

	6
	
	1,35
	1,40
	1,60
	1,80
	1,95
	2,10

	7
	
	1,43
	1,54
	1,70
	1,86
	2,04
	2,25

	8
	
	1,52
	1,74
	1,81
	1,90
	2,14
	2,34

	9
	
	1,80
	1,94
	2,02
	2,17
	2,10
	2,31

	10
	
	1,75
	2,00
	2,15
	2,20
	2,36
	2,70

	11
	
	0,91
	1,48
	1,60
	1,74
	2,03
	2,50

	12
	
	1,44
	1,60
	1,70
	1,82
	1,90
	2,25

	13
	
	1,50
	1,50
	1,75
	1,80
	1,93
	2,20

	14
	
	1,75
	2,00
	2,25
	2,30
	2,42
	2,60

	15
	
	2,00
	1,96
	2,20
	2,30
	2,35
	2,75


Пример. Выполнить корреляционный анализ данных по определению относительной влажности Х  и липкости Y почвы, приведенных в таблице 4.2 (три левых столбца).
Построенный по данным Х и Y график показал, что между ними существует прямая линейная зависимость.
Вычисления производят в следующем порядке.

1. Проводят расчеты вспомогательных величин в трех правых столбцах табл. 4.2.

             Таблица 4.2  Расчет вспомогательных величин для вычисления коэффициента корреляции между Х и Y
	Номер пары
	Значения признаков
	Х2
	Y2
	ХY

	
	Х, %
	Y, г/см3
	
	
	

	1
	19,9
	0,0
	396,01
	0,00
	0,00

	2
	20,9
	0,6
	436,81
	0,36
	12,54

	3
	26,1
	1,1
	681,21
	1,21
	28,71

	4
	29,4
	1,2
	864,36
	1,44
	35,28

	5
	30,5
	1,7
	930,25
	2,89
	51,85

	6
	40,3
	1,7
	1624,09
	2,89
	68,51

	7
	44,8
	2,6
	2007,04
	6,76
	116,48

	8
	47,8
	3,4
	2284,84
	11,56
	162,52

	9
	55,6
	4,2
	3091,36
	17,64
	233,52

	10
	58,3
	5,8
	3398,89
	33,64
	338,14

	11
	64,5
	6,3
	4160,25
	39,69
	406,35

	12
	76,6
	7,3
	5867,56
	53,29
	559,18

	Суммы
	∑Х=514,7
	∑Y=35,9
	∑ Х2=

25742,67
	∑ Y2=

171,37
	∑ ХY=

2013,08


2  Вычисляют величины, входящие в формулу 
r = (∑(Xi – X)(Yi – Y))  / (√∑(Xi – X)2 ∑ (Yi – Y)2)                    
для определения коэффициента корреляции 
∑(Xi – X)2 = ∑ Х2 – (∑Х)2 : n = 25742,67 – (514,7)2 : 12 = 3666,33;
∑(Yi – Y)2 = ∑ Y2 – (∑ Y)2 : n = 171,37-(35,9)2:12 = 63,97
∑(Xi – X)(Yi – Y) = ∑XY – (∑X · ∑Y) : n = 2013,08-(514,7 · 35,9) : 12 = 473,27.

3  Определяют величину коэффициента корреляции

r = (∑(Xi – X)(Yi – Y))  / (√∑(Xi – X)2 ∑ (Yi – Y)2) = 

= 473,27 / √ 3666,33·63,97 = 0,977.
4   Вычисляют ошибку коэффициента корреляции 

Sr = √ (1 – r2) / (n – 2) = √ (1-0.9772) / (12-2) = 0.067;

5 Вычисляют фактическое значение критерия значимости  tr  
                tr = r / Sr = 0.977 / 0.067 = 14.58;

По табл.П2 Приложения для числа степеней свободы ν=n-2 = 12-2=10 находят теоретическое значение: t05=2,23. Поскольку фактическое значение tr> t05 коэффициент корреляции существен.
6 Устанавливают доверительный интервал величины коэффициента корреляции

                r ± t05 · Sr = 0.977 ± 2,23 · 0,067 = 0,977±0,149.
В окончательном виде можно записать

                                    r = 0,98 ± 0,15
                                    0,83 <  r < 1,00.
Лабораторная работа 5
Регрессионный анализ
Вычислив коэффициент корреляции, и установив его существенность, можно убедиться в наличии связи, оценив её тесноту и направленность, т.е. получить общее представление о сопряженности изучаемых признаков. Однако этого мало. Обычно возникает необходимость судить о том, как количественно меняется результативный признак при изменении факториального признака на ту или иную величину. Эти задачи решаются методами регрессионного анализа.

При линейной регрессии зависимость между признаками может быть выражена коэффициентом регрессии, показывающим, в каком направлении и на какую величину изменяется один признак при изменении другого на единицу измерения. Вычисляют коэффициенты регрессии b по формулам:
bXY  = r · (SY/SX);  bYX = r ·( SX / SY);            (5.1)
где         r – коэффициент корреляции; SX  и  SY – средние квадратические отклонения Х и Y в изучаемых рядах.

Коэффициент регрессии bYX показывает, как изменяется величина Y при изменении Х на единицу измерения и выражается в единицах Y, а коэффициент bXY  показывает обратную зависимость, т.е. насколько изменяется величина Х при изменении Y на единицу измерения.
Коэффициенты регрессии имеют знак коэффициента корреляции. Произведение коэффициентов регрессии равно квадрату коэффициента корреляции:

                     bYX · bXY = r2                                                     (5.2)
Этим свойством пользуются для проверки правильности вычисления коэффициентов регрессии.

Ошибку коэффициентов регрессии вычисляют по формулам:

     S bYX = Sr · (SY / SX)    и   S bXY = Sr · ( SX / SY);             (5.3)
Подставив эти формулы значения SX  и  SY получим:
     S bYX = Sr ·√(∑(Y – Yср)2 / ∑(X – Xср)2)   и
     S bXY = Sr · √((∑(X – Xср)2 / ∑(Y – Yср)2).

Критерий существенности коэффициента регрессии равен критерию существенности коэффициента корреляции, т.е.  tb = b / Sb = tr.
Величина коэффициента регрессии, кроме того, что она позволяет судить о том, как в среднем изменяется результативный признак на единицу факториального, дает нам возможность составить уравнение теоретической линии регрессии, благодаря чему появляется возможность вычислять значения результативного признака для любых значений факториального, в том числе и для таких, какие не наблюдались в эксперименте.

Как известно, общее уравнение прямой линии имеет вид:

                    Y = a + bX                                                       (5.4)

В этом уравнении величина  «а»  характеризует ординату линии, когда Х = 0, т.е. смещение начала прямой относительно начала координат, а коэффициент  «b» - изменение величины Y при увеличении значения Х на единицу измерения.
Пример. Требуется найти эмпирическую формулу зависимости липкости почвы от её относительной влажности по ряду, содержащему 12 парных наблюдений, который был рассмотрен в лабораторной работе 2.

Порядок вычислений заключается в следующем:

1   Составляют вспомогательную таблицу 5.1, в которую записывают исходный эмпирический ряд наблюдений (левые три колонки табл.4.2), а также вычисляют остальные величины, необходимые для расчета коэффициентов регрессии. Если сопоставить табл.4.2 и табл.5.1, то можно заметить, что они совершенно одинаковы и для вычисления коэффициентов регрессии необходимы те же величины, что и для вычисления коэффициентов корреляции. Объясняется это тем, что корреляционный и регрессионный анализ – это разные стороны общего анализа взаимосвязи между признаками, а составление уравнения регрессии является логическим завершением корреляционного анализа.
Таблица 5.1  Расчет вспомогательных величин для вычисления          коэффициентов регрессии
	Номер пары
	Значения признаков
	Х2
	Y2
	ХY

	
	Х, %
	Y, г/см3
	
	
	

	1
	19,9
	0,0
	396,01
	0,00
	0,00

	2
	20,9
	0,6
	436,81
	0,36
	12,54

	3
	26,1
	1,1
	681,21
	1,21
	28,71

	4
	29,4
	1,2
	864,36
	1,44
	35,28

	5
	30,5
	1,7
	930,25
	2,89
	51,85

	6
	40,3
	1,7
	1624,09
	2,89
	68,51

	7
	44,8
	2,6
	2007,04
	6,76
	116,48

	8
	47,8
	3,4
	2284,84
	11,56
	162,52

	9
	55,6
	4,2
	3091,36
	17,64
	233,52

	10
	58,3
	5,8
	3398,89
	33,64
	338,14

	11
	64,5
	6,3
	4160,25
	39,69
	406,35

	12
	76,6
	7,3
	5867,56
	53,29
	559,18

	Суммы
	∑Х=514,7
	∑Y=35,9
	∑ Х2=

25742,67
	∑ Y2=

171,37
	∑ ХY=

2013,08


Хср. = ∑Х / n = 514,7 / 12 = 42,89%;
Yср.  = ∑Y / n = 35,9 / 12 = 2,99%.

1 Вычисляют коэффициент регрессии Y по Х

bYX = (n(∑XY -  ∑X ∑Y) / (n ∑X2 – (∑X)2) =
=  (12·2013,08 – 514,7·35,9) / (12·25742,67 – 514,72) = 0,13.

2 Подставляют значения bYX, Хср и Yср.  в формулу:
          Y = Yср + bYX · (Х – Хср) = 2,99 +0,13 (Х – 42,89) =

          = 2,99 + 0,13Х – 5,57 = -2,58 + 0,13Х.

Для удобства пользования эмпирическую формулу можно переписать в виде:

                          Y = 0,13Х – 2,58.

  4    Вычисляют коэффициент регрессии  Х по Y, хотя он и не имеет логического смысла, так как влажность почвы от липкости не зависит (его величина понадобится для вычисления коэффициента корреляции)

bXY  =  (n∑XY - ∑X ∑Y) / (n∑Y2 – (∑Y)2) =
=  (12·2013,08 – 514,7·35,9) /  12·171,37 – 35,92 = 7,4.

5   Вычисляют квадрат коэффициента корреляции по формуле (5.2):

              r2  = 0.13·7.4 = 0.96
откуда         r = √ 0.96 = 0.98.
6   Вычисляют ошибку коэффициента корреляции и критерий его существенности.

Sr  = √ (1-r2) / (n-2) = √ (1-0,96)/(12-2) = 0,06;

tr = r / Sr = 0.98/0,09 = 16.33.

По таблице П2 Приложений для ν = 12 – 2 = 10 находим t05 = 2,23. Поскольку tr > t05 , значение bYX и r существенны на 5% -ом уровне значимости.
Доверительный интервал коэффициента корреляции будет равен:

r ± t05 · Sr  = 0,98 ± 2,23 · 0,06 = 0,98 ± 0,13.

7  Вычисляют ошибку коэффициента регрессии, пользуясь равенством:

tb = b / Sb = tr ,  откуда Sb = b / tb = 0,13 / 16,33 = 0,008.

Доверительный интервал коэффициента регрессии:

b ± t05 · Sb = 0,13 ± 2,23 · 0,008 = 0,13 ± 0,02.
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Приложения
Таблица П1  Значения критерия  F  на 5% уровне значимости

	      ν1       ν2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241
	242

	2
	18,51
	19,00
	19,16
	19,25
	19,30
	19,33
	19,36
	19,37
	19,38
	19,39

	3
	10,13
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,88
	8,84
	8,81
	8,78

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6,00
	5,96

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,78
	4,74

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,10
	4,06

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68
	3,63

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,50
	3,44
	3,39
	3,34

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,18
	3,13

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02
	2,97

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,20
	3,09
	3,01
	2,95
	2,90
	2,86

	12
	4,75
	3,88
	3,49
	3,26
	3,11
	3,00
	2,92
	2,85
	2,80
	2,76

	13
	4,64
	3,80
	3,41
	3,18
	3,02
	2,92
	2,84
	2,77
	2,72
	2,67

	14
	4,60
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,77
	2,70
	2,65
	2,60

	15
	4,54
	3,60
	3,29
	3,06
	2,90
	2,79
	2,70
	2,64
	2,59
	2,55

	16
	4,49
	3,63
	3,24
	3,01
	2,85
	2,74
	2,66
	2,59
	2,54
	2,49


Таблица П2  Значения  t – критерия Стьюдента на 5%-ом уровне значимости

	Число степеней свободы
	t – критерий Стьюдента
	Число степеней свободы
	t – критерий Стьюдента
	Число степеней свободы
	t – критерий Стьюдента

	1
	12,71
	12
	2,18
	23
	2,07

	2
	4,30
	13
	2,16
	24
	2,06

	3
	3,18
	14
	2,15
	25
	2,06

	4
	2,78
	15
	2,13
	26
	2,06

	5
	2,57
	16
	2,12
	27
	2,05

	6
	2,45
	17
	2,11
	28
	2,05

	7
	2,37
	18
	2,10
	29
	2,05

	8
	2,31
	19
	2,09
	30
	2,04

	9
	2,26
	20
	2,09
	50
	2,01

	10
	2,23
	21
	2,08
	100
	1,98

	11
	2,20
	22
	2,07
	∞
	1,96
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