МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА НЕПРЯМЫХ (КОСВЕННЫХ) 
ИЗМЕРЕНИЙ – УРАВНИВАНИЕ.

§ 28. СУТЬ УРАВНИВАНИЯ.

При математической обработке измерений многомерной величины оценивается более одной величины. Это могут быть координаты пункта или нескольких пунктов, их высоты и другие величины.

В случае обработки прямых измерений измеряемая величина совпадает с оцениваемой, т.е. оцениваемая величина измеряется непосредственно. Однако на практике такого часто не бывает. Так, для определения координат в теодолитном ходе измеряются углы и линии, а по ним в последующем уже вычисляются координаты.

Для однозначного оценивания определяемых величин необходимо выполнить число измерений, равное числу этих величин. Такие измерения называют необходимыми. Обычно выполняют большее число измерений. Число всех измерений обозначим через 
[image: image515.wmf] а число необходимых – через 
[image: image2.wmf].
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 Разность 
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 называют числом избыточных измерений.

Так, для определения координат пункта в треугольнике при известных координатах двух исходных пунктов необходимо выполнить измерение любых двух его углов. Измерение третьего угла уже будет избыточным. Оно позволяет проконтролировать измерения по невязке углов и приближенно оценить их точность по величине невязки. В данном случае невязка вычисляется как сумма измеренных углов треугольника минус 180°. Это значит, что сумма углов в треугольнике должна соответствовать определенному геометрическому условию, т.е. равняться 180°. Благодаря лишь избыточному измерению выполнение этого условия можно проверить. При его отсутствии проверка геометрического условия невозможна. По результатам математической обработки в измеренные величины вводятся поправки, в результате чего геометрические условия полностью удовлетворяются. Геометрическими эти условия называются лишь в частном случае – при обработке плановых и высотных геодезических сетей. В общем случае каждое избыточное измерение позволяет проверить одно условие. А это значит, что каждое избыточное измерение позволяет составить одно условное уравнение, которому должны удовлетворять исправленные в результате математической обработки геодезические измерения. 

Существует множество поправок в измерения, при которых удовлетворяются условные уравнения. Однако в результате математической обработки результатов измерений  необходимо получить такие оценки определяемых величин, чтобы они удовлетворяли известным статистическим свойствам – достаточности, состоятельности, несмещенности, эффективности.

Такое оценивание в геодезии называют уравниванием.

Оно возможно лишь при наличии избыточных измерений, которые позволяют выполнять следующее:

а) проконтролировать измерения;

б) оценить точность измерений;

в) получить оценки определяемых величин с максимальной точностью.

§ 29. СУЩНОСТЬ УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Пусть известны истинные значения 
[image: image4.wmf]n
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 которые удовлетворяют следующим условиям или условным уравнениям
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Если вместо истинных значений принять измеренные, то условия нарушатся и будут иметь вид
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где 
[image: image8.wmf]-
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свободный член условного уравнения i.

Для их выполнения в измеренные величины 
[image: image9.wmf]x

 необходимо ввести поправки 
[image: image10.wmf].
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 Тогда условные уравнения будут иметь вид
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а поправки к измерениям необходимо подобрать такими, чтобы удовлетворялись уравнения и выполнялись названные выше статистические свойства оценок определяемых величин.

§ 30. НЕКОТОРЫЕ ВИДЫ УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ В ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЯХ.

Существуют следующие виды геодезических сетей: плановые, высотные, пространственные, создаваемые, в частности, спутниковыми геодезическими системами типа GPS. К методам создания плановых геодезических сетей относятся: триангуляция, полигонометрия, трилатерация, комбинирование этих методов и спутниковых.

Условные уравнения триангуляции.
Будем полагать, что измеряемыми величинами являются не углы, а направления.

А) Условные уравнения фигур.

Такие уравнения составляются для треугольников, в которых измерены все направления (рис. 6).
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Рис. 6

Каждый угол определяется как разность соответствующих направлений. Направления обозначим их номерами, а поправку в направление его номером, взятым в скобки.

После уравнивания сумма вычисленных по исправленным направлениям углов должна равняться 180°. Это соответствует такому уравнению:
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или


[image: image13.wmf]0
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где свободный член
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Фактически он равен угловой невязке треугольника.

Б) Условные уравнения дирекционных углов.

Названные условные уравнения возникают тогда, когда в геодезической сети имеется более одного исходного дирекционного угла. Если исходные дирекционные углы 
[image: image15.wmf]AB

a

 и 
[image: image16.wmf]AC

a

 находятся на одном пункте (рис. 7).
[image: image505.wmf]
Рис. 7

то можно записать условное уравнение следующего вида
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где


[image: image19.wmf]).
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Это условное уравнение соответствует равенству углов – вычисленного по измеренным направлениям и вычисленного по исходным дирекционным углам.

Если исходные дирекционные углы 
[image: image20.wmf]AB

a

 и 
[image: image21.wmf]AC

a

 находятся на разных пунктах сети         (рис. 8).
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Рис. 8

то соответствующее условное уравнение будет иметь вид
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где
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где 
[image: image25.wmf]-

n

число углов, участвующих в передаче дирекционного угла.

Свободный член соответствует угловой невязке угломерного хода. Он вычисляется аналогично  угловой невязке теодолитного хода.

В) Синусные условные уравнения или условные уравнения сторон.

К таким уравнениям относят базисные и полюсные. Рассмотрим вначале базисные. Базисные условные уравнения возникают тогда, когда в сети треугольников измеряются длины двух или более сторон(базисов) . После уравнивания сети вычисляемая по уравненным элементам относительно первой стороны длина второй стороны должна равняться ее уравненному значению. Такое условное уравнение составляется на основе теоремы синусов.
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Рис. 9

Так в приведенном на рис. 9 примере длина базиса 
[image: image26.wmf]2
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 определяется через промежуточные стороны 
[image: image27.wmf]1
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и 
[image: image28.wmf].
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 При этом будут иметь место следующие соотношения
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Путем взаимной подстановки с учетом поправок в стороны и направления можно записать следующее условное уравнение


[image: image30.wmf],

2

2

1

1

1

))

14

(

14

)

15

(

15

sin(

))

11

(

11

)

12

(

12

sin(

))

10

(

10

)

6

(

6

sin(

))

(

(

))

7

(

7

)

8

(

8

sin(

))

3

(

3

)

4

(

4

sin(

))

1

(

1

)

2

(

2

sin(

))

(

(

=

-

-

+

-

-

+

-

-

+

+

-

-

+

-

-

+

-

-

+

+

b

b

b

b


где 
[image: image31.wmf]-
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поправки в измеренные базисы.

Данное условное уравнение является нелинейным. Для удобства математической обработки геодезических измерений все нелинейные уравнения приводят к линейному виду. Для этого такие уравнения ряда Тейлора по поправкам, ограничиваясь первыми степенями разложения. Постоянный член этого разложения соответствует результатам измерений.

Если есть некоторая функция 
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то ряд Тейлора, соответствующий данной функции будет
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где 
[image: image34.wmf]-
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соответственно первая, вторая производные функции и поправка в аргумент. 

Ограничиваясь первыми степенями ряда получим
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По малости поправок в измерения такое ограничение первыми степенями обеспечивает достаточную точность обработки.

В отличие от приведенного примера условные уравнения содержат не один аргумент, а несколько. Поэтому здесь берутся частные производные по аргументам. Если взять частную производную по любому направлению в числителе, например второму, то получим выражение
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Умножая и деля его на 
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 получим 
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Аналогичная производная по направлению знаменателя, например, шестому, будет 
[image: image39.wmf]).
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Производная по 
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 будет
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а по 
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Теперь с учетом полученных частных производных линейный вид условного уравнения будет:
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где
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[image: image46.wmf],
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 а поправки направлений выражены в секундах.

Полюсные условные уравнения возникают в так называемых центральных системах. При этом полюс 
[image: image47.wmf]p

центральной системы может быть внутри фигуры (рис. 10),

[image: image508.wmf]b
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Рис. 10

или вне фигуры (рис. 11).

[image: image509.wmf]b
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Рис. 11

Если фигура треугольная, то центральная система с внешним полюсом называется геодезическим четырехугольником (рис. 12).
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Рис. 12

Сущность полюсного условного уравнения заключается в том, что любая сторона фигуры, например BD (рис. 10), может быть вычислена дважды по различным линиям относительно любой другой стороны, например АВ. Если вычисления производить по уравненным направлениям, то эти значения должны быть равны.

 Вывод этого уравнения делается так. Вначале по теореме синусов составляется выражение стороны BD относительно AB по ходовой линии I, потом составляется аналогичное выражение для этих сторон по ходовой линии II. Разность этих выражений должна равняться нулю или же единице должно быть равно их отношение. На основании этого и составляется условное уравнение. Далее так же, как и в базисном условном уравнении, выполняется линеаризация этого условного уравнения.

С тем, чтобы не выполнять длительных выводов для составления синусных условных уравнений применяется следующее правило.

Для связующих сторон записывается тождество:

· для базисного условного уравнения (рис. 9)
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· для центральной системы с полюсом внутри фигуры (рис.10)
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· и для системы с полюсом вне фигуры (рис. 12)
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После этого отношения сторон заменяются отношениями синусов противоположных углов, выраженных через направления. Так для центральной системы с полюсом вне фигуры будет иметь
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Линеаризация этого уравнения приводит к виду:
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где
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Г) Координатные условные уравнения.

Такие условные уравнения составляются для звеньев триангуляции, которые находятся между исходными пунктами (рис. 13).
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Рис. 13

При этом для уравненных величин должны выполняться следующие условные уравнения
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 где n – число сторон, участвующих в передаче координат между исходными пунктами.
Настоящие условные уравнения расписывают через поправки в направления и приводят к линейному виду. Однако на практике триангуляционные построения выполняют таким образом, чтобы координатные условия не возникали.

Условные уравнения трилатерации.

Фигурой трилатерации, в которой возникает одно условное уравнение, является центральная система.
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Рис. 14
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Рис. 15

Если центральная система с полюсом внутри фигуры, то условное уравнение заключается в равенстве 360° всех околополюсных углов центральной системы (рис. 14)
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если полюс вне фигуры (рис. 15), то условное уравнение будет
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Если углы вычислить по уравненным сторонам, то эти равенства должны выполняться.

Для составления условных уравнений поправки в названные углы заменяют через поправки в измеренные стороны. Например,  поправка в угол α  по известной формуле записывается так


Рис. 16
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где 
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высота треугольника (рис. 16), опущенная с вершины угла 
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Эта формула выведена на основании теоремы косинусов.
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боковые стороны треугольника,
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углы у основания S.

Условные уравнения полигонометрии.

В ходе полигонометрии (рис. 17) как и в теодолитном возникают три условных уравнения: одно дирекционных углов и два координат.


Рис. 17

Условие дирекционных углов записывается так
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где
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является угловой невязкой, а 
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соответственно начальный и конечный исходные дирекционные углы.

Условия координат для уравненных значений можно записать следующим образом
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где 
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 приращения координат, вычисленные по уравненным углам и линиям;
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координаты конечного и начального исходных пунктов.

Выразим эти условные уравнения через поправки. Для этого первое из них запишем в виде
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Выводы для второго аналогичны, поэтому они не приводятся.

Разлагая условное уравнение координат в ряд Тейлора по поправкам, получим:
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где
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Поправки в дирекционные углы выразим через поправки в измеренные углы. Поскольку
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После подстановки этих значений в условное уравнение (65) получим
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Аналогично уравнение по оси ординат будет
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Если в (66) и (67) учесть условие дирекционных углов, то условные уравнения абсцисс и ординат будут такими
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(68, 69)
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Таким образом, стандартный вид условных уравнений полигонометрического хода представляется уравнениями (64), (68), (69).

Условные уравнения GPS-построений.

В GPS-построениях (рис. 18), прокладываемых между исходными пунктами возникают следующие уравнения в геоцентрической системе координат:


Рис. 18
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где
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где 
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 координаты исходных пунктов, преобразованные из наземной системы координат Т в спутниковую S (геоцентрическую). Индексом k – обозначен конечный пункт, индексом н – начальный.
На рис.18 B и L – cоответственно  геодезические широта и долгота.

В данном случае нужно перевычислить приращения координат между исходными пунктами из наземной системы координат в спутниковую. Для этого используются три угла Эйлера 
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 и масштабный фактор m, устанавливающие связь между этими системами. Это преобразование можно выразить формулой
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Вид матрицы 
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В том случае, если известны истинные значения углов Эйлера и масштабного фактора, между исходными пунктами А и В будут возникать три названных условных уравнения.

Если же значения углов Эйлера и масштабного множителя неизвестны, то число уравнений должно быть не меньше четырех, т.е. не меньше числа этих неизвестных.

Для этого используется третий исходный пункт, например С. К нему с пункта А или В измеряются приращения координат. В результате уже будет шесть условных уравнений с поправками в углы 
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 и множитель m, которые называются дополнительными неизвестными. Если измерить приращения координат с пункта А на пункт С, то вид таких уравнений будет следующий (приводится без вывода)
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где 
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поправки в измеренные GPS-приращения координат в ходе между пунктами А и В, 
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поправки в измеренные приращения координат стороны АС: 
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 соответственно свободные члены по сторонам АВ и АС, найденные при приближенных значениях углов Эйлера и масштабного фактора: 
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приращения координат по этим же сторонам, вычисленные при приближенных значениях элементов ориентирования: 
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поправки в приближенные значения элементов ориентирования.

Число условных уравнений можно увеличить измерением приращений координат с пункта В на пункт С и т.д.

Отметим, что в частном сдучае вместо углов Эйлера можно находить углы B и L.

Условные уравнения в нивелирных сетях.

В нивелирных сетях возникают условные уравнения вида
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где 
[image: image103.wmf]-
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измеренное превышение, 
[image: image104.wmf]-
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поправка в превышение, а 
[image: image105.wmf]-
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отметки исходных реперов: конечного и начального.

Это уравнение можно записать в виде
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где 
[image: image107.wmf]).

(

1

н

k

n

i

i

H

H

h

W

-

-

=

å

=


В замкнутых построениях 
[image: image108.wmf].
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Весовая функция.

При уравнивании геодезических сетей


Рис. 19

оценивается также и точность функций уравненных величин: координат определяемых пунктов, длин линий, дирекционных углов линий и др. Для оценки точности этих элементов необходимо составить функцию зависимости их от уравненных величин. Эта функция называется весовой. Покажем ее составление на примере сети триангуляции (рис. 19).

Пусть необходимо по результатам уравнивания геодезической сети оценить точность дирекционного угла стороны 1-2. Очевидно, что для его вычисления можно записать
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Поскольку 
[image: image110.wmf]AB
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 и 180° величины безошибочны, то весовую функцию записывают так
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где (6), (5), (4), (2) – их поправки, получаемые из уравнивания.

Для оценки точности этой функции нужно поправки выразить через измеренные величины и определить дисперсию функции измеренных величин по формуле (4).

31. МАТРИЧНЫЙ ВИД СИСТЕМЫ УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ.

 ЧИСЛО УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ.

ДОПУСТИМОСТЬ СВОБОДНЫХ ЧЛЕНОВ.

Пусть имеется система условных уравнений, записанная в общем виде
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где 
[image: image113.wmf]-
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коэффициенты условных уравнений (i=1,2,…,r), 
[image: image114.wmf]-
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их свободные члены (i=1, 2, …, r), а (1), (2),…, (n) – поправки в измерения.

Если обозначить
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то матричный вид системы условных уравнений будет
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где 
[image: image118.wmf]-

B

матрица коэффициентов уравнений, а 
[image: image119.wmf]-
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 вектор поправок и свободных членов условных уравнений.

Число условных уравнений в триангуляции определяется по формуле
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где 
[image: image121.wmf]-

n

число измеренных направлений и базисов (число всех измерений), 
[image: image122.wmf]-
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число определяемых пунктов, 
[image: image123.wmf]-
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число пунктов, на которых измерялись направления.

В трилатерации число условных уравнений равно
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где 
[image: image125.wmf]-

n

число всех измерений.

В полигонометрии
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где 
[image: image127.wmf]-
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число измеренных сторон и углов.

В нивелирных ходах
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где 
[image: image129.wmf]-

n

число нивелирных ходов между всеми пунктами, 
[image: image130.wmf]-

m

число определяемых пунктов.

В GPS-сетях
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где 
[image: image132.wmf]-

n

число сторон, вдоль которых измерялись приращения координат, 
[image: image133.wmf]-
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число определяемых пунктов, а число четыре определяет число дополнительных неизвестных 
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Свободный член W условного уравнения является функцией результатов измерений. Коэффициенты условного уравнения – это частные производные данной функции по результатам измерений. Тогда можно записать среднюю квадратическую ошибку свободного члена как функции результатов измерений
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где
[image: image136.wmf]a

a

a

n

,...,

,

2

1

- коэффициенты условного уравнения, 
[image: image137.wmf]-
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 средняя квадратическая ошибка измерения с номером i.

    C доверительной вероятностью 0,95 допустимую величину свободного члена принимают равной
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§ 32. КОРРЕЛАТНЫЙ СПОСОБ УРАВНИВАНИЯ.

После уравнивания геодезической сети любая функция уравненных величин должна определяться однозначно при любом порядке ее вычисления. Например, сторона DE от базиса АВ (рис. 20) может быть вычислена путем 1 через треугольники ABG, AGF, FGE и путем 2 через треугольники ABG, BGC, CGD, DGE, GEF. Оба значения ее длины должны совпадать.


Рис. 20

Получаемые после уравнивания оценки любых функций уравненных результатов измерений должны быть достаточными, несмещенными и эффективными.

Общий вид функции результатов измерений 
[image: image139.wmf]y

обозначим 
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 Вектор результатов измерений представим так
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где 
[image: image142.wmf]-

Y

вектор истинных значений измеренных величин, 
[image: image143.wmf]-

D

вектор истинных ошибок.

Линеаризованный вид функций 
[image: image144.wmf])
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 будет следующим
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В приведенном выражении значение производной 
[image: image146.wmf]Y
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 обозначим через 
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 Она берется в точке измеренного значения 
[image: image148.wmf]y

как близкого к истинному.

Будем решать задачу оценивания данной функции при соблюдении статистических свойств оценок.

1. С тем, чтобы оценка приведенной функции была достаточной, необходимо ее оценку выводить с учетом всех измерений в геодезической сети. А это возможно, если при ее оценке будут учтены все условные уравнения. Поэтому оценку функции представим так
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где 
[image: image150.wmf]-

W

вектор свободных членов всех условных уравнений, а 
[image: image151.wmf]-

G

некоторая матрица, которую следует определить. Если 
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скалярная величина, то 
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будет строкой. Избыточные измерения, включенные в вектор 
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[image: image156.wmf]).

(

Y

F


2. Для достижения эффективной оценки 
[image: image157.wmf]y

 следует найти такую матрицу 
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 при которой достигается минимум дисперсии 
[image: image159.wmf].
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Величина 
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 безошибочна, т.к. 
[image: image161.wmf]-
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истинное значение.

Вектор свободных членов можно записать так


[image: image162.wmf],

D

´

=

B

W







(81)

где 
[image: image163.wmf]-

B

 матрица коэффициентов условных уравнений.

Тогда вид оцениваемой функции будет
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а ее дисперсия в соответствии с обобщенной теоремой оценки точности
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где 
[image: image167.wmf]-
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есть корреляционная матрица ошибок измерений, 
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s

стандарт измерения с весом, равным единице, 
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обратновесовая матрица ошибок измерений.

С тем, чтобы найти эффективную оценку функции, необходимо минимизировать след или определитель матрицы D, если оцениваемая функция является вектором. Или находить минимум скалярной величины D по G, если функция 
[image: image170.wmf])
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скаляр.

Перепишем дисперсию функции в виде
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Для получения минимума (84) найдем производную следа матрицы D по G.
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Приравнивая последнее выражение  из (85) к нулю запишем
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где
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Очевидно, что
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Тогда с учетом (88) значение оцениваемой функции примет вид
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Обозначая
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Значение 
[image: image179.wmf]k
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 является поправкой к функции или вектор – функции после уравнивания. Если принять, что вектор-функция равна вектору измерений, то тогда 
[image: image180.wmf]f

 является единичной матрицей с размерностью, равной числу измерений, и 
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 будет вектором поправок к измерениям.

Если теперь значение 
[image: image182.wmf]G

 подставить в выражение дисперсии, то сразу же получим
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Это есть формула вычисления дисперсии любой функции при коррелатном способе уравнивания.

3. При таком подходе полученное значение функции будет и несмещенным, если только ошибки измерений случайны.

Действительно
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Но поскольку
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То есть математическое ожидание оцениваемой функции будет равно ее истинному значению.

Исходя из изложенного можно составить алгоритм уравнивания коррелатным способом.

1. Составляется система условных уравнений (73). Соответственно матрица коэффициентов 
[image: image187.wmf]B

 и вектор свободных членов 
[image: image188.wmf].
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2. Вычисляется матрица нормальных уравнений
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и решается система нормальных уравнений
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3. Находятся поправки к измеренным величинам по формуле
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4. Оценка дисперсии любой функции уравненных величин производится по формуле (90)
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а оценка стандарта единицы веса вычисляется по формуле
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где 
[image: image194.wmf]-

r

 число условных уравнений.

§ 33. ОБОСНОВАНИЕ КОРРЕЛАТНОГО СПОСОБА УРАВНИВАНИЯ НА ОСНОВЕ МЕТОДА МАКСИМУМА ПРАВДОПОДОБИЯ.

Если известно, что ошибки измерений распределены по нормальному закону с функцией плотности
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где 
[image: image196.wmf]-
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определитель матрицы К, то согласно методу максимального правдоподобия минимум логарифма функции правдоподобия сводится к минимуму следующей функции:
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При наличии условных уравнений составляется функционал Лагранжа
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где 
[image: image201.wmf]-

k

 вектор неопределенных множителей Лагранжа – коррелат.

Если (96) продифференцировать по 
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 и производную приравнять к нулю, то получим равенство
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из которого можно найти вектор поправок
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Подставляя вектор 
[image: image206.wmf]V

 в условное уравнение (79) составляется система нормальных уравнений
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 Из ее решения находится вектор коррелат
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по которому находятся поправки в измерения.

Вектор поправок можно вычислить и по формуле
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Но  тогда вектор 
[image: image211.wmf]k

 находится из системы нормальных уравнений вида
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Как видим, обоснование алгоритма уравнивания на основе поиска наилучших оценок и на основе метода максимального правдоподобия приводит к идентичным результатам.

§ 34. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПО СХЕМЕ ГАУССА.

Для упрощения выводов рассмотрим лишь три нормальных уравнения. Тогда системе уравнений в матричном виде 
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 будет соответствовать следующая система уравнений
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(97)

где квадратными скобками обозначены гауссовы суммы, например, 
[image: image215.wmf].

...

2

2

2

1

1

1

n

n

n

p

b

a

p

b

a

p

b

a

p

ab

+

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é


Применяя способ подстановки, выразим из первого уравнения значение 
[image: image216.wmf]1
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(98)

и подставим его в остальные уравнения. В результате получим следующую систему уравнений
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(99)

где
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Поскольку матрица коэффициентов нормальных уравнений 
[image: image220.wmf]N

 симметрична, т.е. 
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Применим метод подстановки далее и выразим 
[image: image223.wmf]2

k

 из первого уравнения системы (99)


[image: image224.wmf].

1

.

1

1

.

1

.

2

3

2

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

p

bb

W

k

p

bb

p

bc

k


После подстановки его в остальные уравнения, в данном случае единственное оставшееся, получим уравнение
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  (100)

в котором
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Таким образом, вместо исходной системы нормальных уравнений можно решать следующую преобразованную систему
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(101)

Из последнего уравнения системы (101) находится последнее неизвестное
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Его значение подставляется в предыдущее уравнение системы (101) и из него находится предыдущее неизвестное 
[image: image229.wmf].

2

k

 Полученные значения 
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 и 
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 подставляются в предшествующее им уравнение и из него находится 
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Правило преобразования коэффициентов можно сформулировать следующим образом. Преобразуемый 
[image: image233.wmf]n

 раз коэффициент равен этому коэффициенту, преобразованному 
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 раз минус дробь. В знаменателе дроби находится квадратичный элемент предыдущего уравнения, преобразованный 
[image: image235.wmf]1
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 раз. Числитель состоит из произведения двух элементов, которые являются преобразованными 
[image: image236.wmf]1
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 раз коэффициентами предыдущего уравнения. Эти коэффициенты находятся в столбцах предыдущей преобразованной строки, соответствующих преобразовываемому коэффициенту и диагональному преобразовываемого уравнения.

§ 35. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ФУНКЦИИ УРАВНЕННЫХ 

ВЕЛИЧИН В КОРРЕЛАТНОМ СПОСОБЕ  УРАВНИВАНИЯ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ СХЕМЫ ГАУССА.

Оценка точности функции уравненных величин производится в соответствии с (93). В схеме Гаусса этой формуле соответствует следующая: 


[image: image237.wmf].

2

2

2

2

~

...

2

2

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

ú

û

ù

ê

ë

é

×

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

ú

û

ù

ê

ë

é

×

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

=

p

cc

p

cf

p

bb

p

bf

p

aa

p

af

p

ff

D

F

s



(102)

Оценкой стандарта 
[image: image238.wmf]s

 является средняя квадратическая ошибка единицы веса (94).

Выражение в скобках в (102) часто обозначают так 
[image: image239.wmf].
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 Тогда средняя квадратическая ошибка функции уравненных величин будет
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(103)

§ 36. ПРИМЕР УРАВНИВАНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ СЕТИ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ.

В геодезической сети (рис. 21) измерены направления и сторона ЕD. Необходимо уравнять сеть коррелатным способом.

Таблица 4.

Измеренные направления.

	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления
	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления

	A
B
E


	B

E

D

C

E

A

A

B

C

D
	0°00′00″

29°12′06″

87°17′05″

0°00′00″

54°25′40″

86°19′04″

0°00′00″

118°54′06″

207°53′46″

296°05′24″
	C

D
	D

E

B

A

E

C
	0°00′00″

39°08′37″

75°43′35″

0°00′00″

58°00′36″

110°40′14″




Длина измеренной стороны ED 1107,65 м.

Координаты исходных пунктов.
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Значения длин исходных сторон и дирекционных углов.
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Средняя квадратическая ошибка измерения направлений составляет 6″‚7, стороны          DE – 4 см.


Рис. 21

Для уравнивания составляется схема сети с пронумерованными направлениями. По формлуе (74), подсчитывается число условных уравнений 
[image: image243.wmf].
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 К этому числу относятся: четыре – фигур, одно дирекционных углов между исходными сторонами ВС и ВА, одно – полюсное с полюсом в точке Е и два – базисных, соответственно между базисами 
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 и базисами 
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Условные уравнения фигур в данном случае будут
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Свободные члены 
[image: image247.wmf]W

 равны невязкам треугольников соответственно: 
[image: image248.wmf].

8

1

,

4

2

,

1

1

2

,

7

4

3

1

¢

¢

+

=

¢

¢

-

=

¢

¢

+

=

¢

¢

-

=

W

W

W

W


Для условий фигур в соответствии с (79) 
[image: image249.wmf].
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Условное уравнение дирекционных углов
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Для условия дирекционных углов 
[image: image252.wmf].
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Внимание: прри вычислении углов по направлениям всегда от старшего по ходу часовой стрелки отнимается младшее направление. Номер направления здесь роли не играет.

Для двух базисных условных уравнений в соответствии с (58) запишем тождества
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Заменяя отношения сторон синусами противоположных углов запишем
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и вычислим свободные члены этих уравнений соответственно в таблицах 5 и 6.

Таблица 5.

Вычисление свободного члена первого базисного условного уравнения.

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы
	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы

	14-13
6-5
b,ВС
	118°54′06″

36°34′58″
	0,875450

0,595984

1714,76
	11-10

15-14
b,АВ
	29°12′06″

88°59′40″
	0,487885

0,999846

1834,08

	
	
	894,683
	
	
	894,682
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Таблица 6.

Вычисление свободного члена второго базисного условного уравнения

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы
	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы

	15-14
9-8

b,ED
	88°59′40″

52°39′38″
	0,999846

0,795056

1107,65
	2-1

5-4
b,BC
	54°25′40″

39°08′37″
	0,813383

0,631266

1714,76

	
	
	880,508
	
	
	880,462
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По аналогии с (59) для полюсного условного уравнения запишем
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Вычисление свободного члена этого уравнения приведено в таблице 7.

Таблица 7. 

Вычисление свободного члена полюсного условного уравнения.

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы
	Обозначения углов, базисов
	Значения углов
	Синусы углов, базисы

	6-5

9-8

12-11

3-2
	36°34′58″

52°39′38″
58°04′59″
31°53′24″
	0,595984

0,795056

0,848815

0,528290
	2-1

5-4

8-7

11-10
	54°25′40″

39°08′37″

58°00′36″

29°12′06″
	0,813382

0,631266

0,848141

0,487885

	
	
	0,212480
	
	
	0,212467
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Для вычисления коэффициентов каждого синусного условного уравнения составляются таблицы котангенсов соответствующих углов (таблицы 8 – 10).

Таблица 8.

Котангенсы углов первого базисного условного уравнения

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов
	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов

	14-13

6-5
	118,9

36,6
	-0,55

1,35
	11-10

15-14
	29,2

88,9
	1,79

0,02




Общий вид первого базисного условного уравнения будет


[image: image259.wmf].

6

0

)

15

)(

14

15

(

)

10

)(

10

11

(

)

11

)(

10

11

(

)

5

)(

5

6

(

)

6

)(

5

6

(

)

13

)(

13

14

(

)

14

))(

14

15

(

)

13

14

(

(

=

+

-

-

-

+

-

-

-

-

-

-

+

-

-

-

+

-

W

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg


После подстановки значений котангенсов и свободного члена оно запишется так
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Аналогично составляются оставшиеся два синусные условные уравнения: второе базисное между базисом ED и ВС, котангенсы углов которого приведены в таблице 9,

Таблица 9.

Котангенсы углов второго базисного условного уравнения

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов
	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов

	15-14
9-8
	89,0

52,6
	0,02
0,76
	2-1

5-4
	54,4
39,1
	0,72

1,23
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в общем  виде


[image: image262.wmf],

0

)

(

)

4

)(

4

5

(

)

5

)(

4

5

(

)

1

)(

1

2

(

)

2

)(

1

2

(

)

8

)(

8

9

(

)

9

)(

8

9

(

)

14

)(

14

15

(

)

15

)(

14

15

(

7

=

+

+

-

+

-

-

-

+

-

-

-

-

-

-

+

-

-

-

W

b

b

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ED

ED

r


и числовом
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и полюсное с котангенсами углов в табл.10. 

Таблица 10.

Котангенсы углов полюсного условного уравнения.

	Числитель
	Знаменатель

	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов
	Обозначения углов
	Значения углов
	Котангенсы углов

	6-5

9-8

12-11

3-2
	36,6

52,6

58,1

31,9
	1,35

0,76

0,62

1,61
	2-1

5-4

8-7

11-10
	54,4

39,1

58,0

29,2
	0,72

1,23

0,62

1,78


В общем виде 
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и числовом
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Для составления весовой функции зададимся целью оценить точность дирекционного угла стороны DE после уравнивания. Поскольку он будет вычисляться относительно стороны ВС по направлениям 4, 6, 9 и 8, то вид весовой функции будет следующим:


[image: image266.wmf]).
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На основе условных уравнений формируется матрица коэффициентов этих уравнений. Для удобства вычислений эта матрица транспонируется и представляется в виде таблицы коэффициентов условных уравнений (таблица 11). В этой же таблице дополнительно размещаются столбцы: весовой функции 
[image: image267.wmf],

F

 контрольной суммы 
[image: image268.wmf]S

 и обратных весов измерений.

В соответствии с (79) для первого базисного условного уравнения
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Для второго
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Для полюсного условного уравнения


[image: image271.wmf].
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Свободные члены всех условных уравнений меньше допустимых значений. Следовательно, измерения в сети выполнены качественно.

Теперь в соответствии с (87) необходимо составить матрицу коэффициентов нормальных уравнений 
[image: image272.wmf].
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Ее вычисление представлено в таблице 12. При этом вычисление коэффициентов матрицы осуществлялось скалярным произведением соответствующих столбцов таблицы коэффициентов условных уравнений с умножением на веса соответствующих измерений.

Веса направлений приняты равными единице, а вес измеренной стороны DE вычислен по формуле:
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где 
[image: image274.wmf]-
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средние квадратические ошибки измерения направлений и сторон, принятые соответственно 6″‚7 и 4 см. Тогда
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36

,

0

1

,

8

,

2

4

7

,

6

2

2

=

=

=

S

S

P

P


Решение системы нормальных уравнений (91) по схеме Гаусса приведено в таблице 13. В той же таблице выполнено вычисление обратного веса функции 
[image: image276.wmf]F

 в соответствии с формулой (102). Его значение получилось равным 0,824.

Решение нормальных уравынений по схеме Гаусса выполняется в следующем порядке.

Вначале выписывается первая строка в таблице 12 – первое нормальное уравнение. Все ее элементы делятся на диагональный элемент этого уравнения – 6 и результат с обратным знаком записывается в новой строке. Получают строку со следующими элементами: -1; +0,333; 0; …; +1,167. Эта строка называется исключающей или элиминационной. Ее следует подчеркнуть.

Вслед за элиминационной строкой выписывается следующее, второе нормальное уравнение. Его строка состоит из элементов: 6; -2; 0; …; +5,60; +11. После этого в предыдущей элиминационной строке выбирается элемент, стоящий над диагональным элементов второго нормального уравнения. Это будет число +0,333. Его поочередно умножают на все элементы предыдущей строки нормальных уравнений, т.е. на : -2; 0; -2; 0; -1,33; …; -7.

Результат умножения записывается в строке под вторым нормальным уравнением. Это будет строка: -0,666; 0; -0,666; 0; -0,443; …; -2,331.Элементы этой строки складываются с соответствующими элементами строки второго нормального уравнения. Получают строку элементов второго преобразованного нормального уравнения: 5,333; -2; -0,666; 0; +1,897; …; +8,669.

Ее делят на диагональный (первый) элемент 5,333 и получают вторую элиминационную строку: -1; +0,375; +0,125; …; -1,626. Подчеркивают ее и ниже выписывают коэффициенты (элементы) третьего нормального уравнения: 6; -2; …; -24.

Над его диагональным элементом – 6 в предыдущих элиминационных строках находят элементы; в первой – 0, во второй - +0,375. Эти элементы умножают на им соответствующие преобразованные нормальные уравнения и получают строки, которые выписывают под третьим нормальным уравнением. Элементы этих строк складываются с соответствующими элементами третьего нормального уравнения и получают уже преобразованное третье уравнение с коэффициентами: +5,25; -2,25; …; -20,749. Снова вычисляют элиминационную строку: -1; +0,428; …; 3,952.

Вычисления повторяют, пока не будут преобразованы все строки нормальных уравнений.

В элиминационной строке последнего уравнения элементы равны: -1; +0,073; -0,930; 

 -10,289. Элемент, соответствующий столбцу 
[image: image277.wmf]W

 является восьмой (последней) коррелатой, т.е. 
[image: image278.wmf].
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Для вычисления предыдущей коррелаты 
[image: image279.wmf]7

K

 значение 
[image: image280.wmf]8

K

 подставляется в предыдущую элиминационную строку и получается значение:
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аналогично вычисляется 
[image: image282.wmf]6
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и т.д. до получения первой коррелаты


[image: image284.wmf].
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По полученным коррелатам, приведенным в строке 
[image: image285.wmf]K

  табл. 11, в соответствии с формулой (92) вычисляются поправки измерений.

Эти вычисления располагаются в таблице коэффициентов условных уравнений. Каждая поправка вычисляется так. Вначале строка коррелат скалярно умножается на строку коэффициентов, соответствующую определенному измерению. Потом результат умножается на обратный вес этого измерения. Например, поправка в восьмое направление равна
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Контролем вычислений при уравнивании является следующее.

1. При составлении матрицы коэффициентов нормальных уравнений сумма их коэффициентов по строкам должна равняться контрольной сумме.

2. Такой же контроль должен выполняться при получении преобразованных в схеме Гаусса нормальных уравнений.

3. Контроль вычисления коррелат осуществляется их подстановкой в преобразованные уравнения, а потом и в исходные, представленные в таблице 12.

4. Контролем вычисления поправок измерения является их подстановка в условные уравнения. При этом должны удовлетворяться все условия.

Самым полным контролем уравнивания является вычисление координат определяемых пунктов по его результатам. В образованных полигонах при этом не должно быть невязок.

Оценка точности функции уравненных величин осуществляется по формуле (103)


[image: image287.wmf].

1

~

F

F

P

m

m

=


В приведенном примере 
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Тогда


[image: image289.wmf].
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Это есть средняя квадратическая ошибка дирекционного угла стороны DE после уравнивания, а 
[image: image290.wmf]1
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 является средней квадратической ошибкой измерения направлений.

§ 37. СУТЬ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СПОСОБА УРАВНИВАНИЯ.

В данном способе устанавливается связь между измеренными величинами и определяемыми.

Измеряемыми величинами в плановых геодезических сетях в основном являются длины линий, углы и направления. Определяемыми – координаты определяемых пунктов. В пространственных геодезических сетях GPS-измеряемыми являются приращения координат, а определяемыми – пространственные координаты определяемых пунктов. В нивелирных сетях измеряемыми являются превышения, а определяемыми – высоты пунктов.

Например, пусть в некоторой сети измерены длины сторон 
[image: image291.wmf]4
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 (рис. 22), известными являются координаты исходных пунктов А и В.


Рис. 22

Определяемыми являются координаты пунктов 1 и 2. Всего четыре неизвестных: 
[image: image292.wmf].
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 Для их определения необходимо и решить следующие четыре уравнения:
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В данной системе – четыре уравнения с четырьмя неизвестными, которые называются параметрами. А сами уравнения называются параметрическими. Если измерить дополнительно сторону 
[image: image294.wmf]5

S

 между пунктами 1 и 2, то можно записать еще одно уравнение
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Тогда получится пять параметрических уравнений с теми же четырьмя неизвестными. Система уравнений связи будет переопределена. Ей будет соответствовать множество решений. Это вызвано тем, что известные величины 
[image: image296.wmf]5
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 являются результатами измерений, которые отягощены ошибками измерений. Из этого множества необходимо выбрать такое решение, которое удовлетворяет статистическим свойствам оценок: несмещенности, достаточности, эффективности.

К настоящему времени методы решения нелинейных систем уравнений разработаны недостаточно. Поэтому данные уравнения приводят к линейному виду и решение выполняют методом приближений. Линеаризованные уравнения выражаются через поправки к измеренным величинам и параметрам и называются  параметрическими уравнениями поправок.

§ 38.  ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ПОПРАВОК.

а) Уравнение поправок сторон.

Линеаризация параметрического уравнения измеренной стороны выполняется разложением его в ряд Тейлора.

Пусть известны с определенной точностью приближенные значения координат определяемых пунктов 
[image: image297.wmf].
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 Они могут быть найдены по измеренным значениям линий или углов, или наперед заданными. Измеренную между ними длину стороны обозначим через 
[image: image298.wmf].

S

 В результате уравнивания должны быть получены такие поправки 
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 при которых удовлетворяется равенство


[image: image300.wmf]2

1

0

1

2

0

2

2

1

0

1

2

0

2

)

(

)

(

y

y

x

x

S

y

y

x

x

v

S

d

d

d

d

-

-

+

+

-

-

+

=

+


(104)

Разложение выражения, стоящего в (104) справа от знака равенства, в ряд Тейлора приводит к следующему равенству
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Найдем теперь частные производные
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где
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Напомним, что при разложении в ряд Тейлора частные производные берутся при начальных значениях: 
[image: image304.wmf].
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Аналогично запишем
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С учетом полученных выражений производных (106), (107) параметрическое уравнение представим в виде
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или окончательно
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где 
[image: image308.wmf].
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б) Уравнение поправок направлений.

При измерении направлений зрительную трубу теодолита наводят на точку и берут отсчет М по горизонтальному кругу. Пусть имеется 
[image: image309.wmf]n

 таких отсчетов на 
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 точек: 
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 (рис. 23). Назовем их  измеренными направлениями.


Рис. 23

Введем дополнительное неизвестное 
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дирекционный угол направления, соответствующего нулевому отсчету по лимбу. Его называют еще ориентирующим углом. Тогда дирекционные углы направлений будут:


[image: image313.wmf]n

n

M

Z

M

Z

M

Z

+

=

+

=

+

=

a

a

a

.........

..........

,

,

2

2

1

1


Исходя из этих выражений можно записать, что
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Для направления из точки 1 в точку 2 можно записать
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где 
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Из-за ошибок измерения направлений и наличия лишь приближенных координат определение пунктов уравнения (109) не выполняется.

Если обозначить измеряемое направление через 
[image: image317.wmf],
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 поправку в него через 
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 приближенное значение ориентирующего угла через 
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 поправку к нему через 
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 и аналогично: 
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приближенное значение дирекционного угла, 
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поправку к нему, то можно записать:
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Приближенное значение дирекционного угла 
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 вычислено по приближенным координатам 
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определяемых пунктов, в значения которых должны быть введены поправки 
[image: image326.wmf].
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Поправки 
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 должны быть такими, чтобы в соответствии с (109) выполнялось равенство
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Разлагая в (110) функцию arctg в ряд Тейлора найдем
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Найдем частные производные этой функции по всем параметрам
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или
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Полагая
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получим
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Аналогично
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или, полагая
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С учетом выражений для частных производных (111) – (114) параметрическое уравнение поправок будет иметь вид
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или окончательно
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где 
[image: image341.wmf]).
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Если одна из точек направления является исходным пунктом, то ее координаты считают безошибочными и потому поправки в ее координаты принимают равными нулю. В том случае если ошибками координат исходных пунктов пренебречь нельзя, то выполняют уравнивание с учетом ошибок исходных данных, которое здесь не рассматривается.

в) Уравнения поправок GPS-построений.

В геодезических сетях, построенных с помощью GPS, измеряются приращения координат 
[image: image342.wmf]z
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 между пунктами 1 и 2 (рис. 24) в геоцентрической системе координат 
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 Эту систему еще называют спутниковой.



Рис. 24

Справедливы следующие очевидные равенства
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где 
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 геоцентрические координаты точек 1и 2.

Если задаться приближенными значениями координат определяемых пунктов 
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 а поправки измеренных приращений обозначить через 
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 соответственно, то после уравнивания должны выполняться следующие равенства
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на основе которых получают уравнения поправок
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где 
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Следует отметить, что в геодезических сетях координаты исходных пунктов приведены в наземной системе координат, например 
[image: image351.wmf].
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В этом случае по угловым и линейным элементам ориентирования их необходимо перевычислить в спутниковую систему и уравнивание выполнять в этой системе. При этом элементы ориентирования могут быть заданы с определенной точностью или быть неизвестными. В последнем случае они выступают как дополнительные параметры. Если в их качестве принять углы Эйлера 
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 и масштабный фактор 
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 то уравнение поправок в матричном виде будет таким
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где
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 приращения координат в спутниковой системе координат, полученные по приближенным значениям 
[image: image357.wmf]0

0

3

0

2

0

1

,

,

,

m

a

a

a

углов Эйлера и масштабного фактора, 
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поправки в приближенные значения углов Эйлера и масштабного фактора.

Приближенные значения координат определяемых пунктов в спутниковой системе находятся по приближенным значениям параметров и приближенным координатам этих пунктов в наземной системе координат. В данном случае перевычисляют не координаты, а приращения координат, которые используются для вычисления свободных членов.

Уравнения поправок превышений.

Если измерено превышение 
[image: image359.wmf]h

 между пунктами 1 и 2, то, зная приближенные высоты 
[image: image360.wmf]0
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H

 и  
[image: image361.wmf]0

2

H

 этих пунктов, можно записать следующее уравнение связи между измеренным превышением и поправками 
[image: image362.wmf]2
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 в приближенные высоты
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Тогда уравнение поправок превышений будет
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где 
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§ 39. АЛГОРИТМ УРАВНИВАНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ.

Представление уравнений поправок в матричном виде

Уравнения поправок в общем случае можно записать следующим образом


[image: image366.wmf].
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Если ввести матричные обозначения


[image: image367.wmf].
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то в матричном виде систему уравнений можно записать так


[image: image368.wmf].
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Оценка функций уравненных значений параметров Х и измерений L.

Одну и туже функцию можно выразить как через вектор параметров Х, так и через вектор измерений L. Соответственно
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где 
[image: image370.wmf]-

Z

оцениваемая функция, а 
[image: image371.wmf]-
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 строки коэффициентов для данной функции. Причем 
[image: image372.wmf]T

c

 задается по условию задачи, а 
[image: image373.wmf]b

необходимо определить.

      Покажем запись  функций (119) на примере нивелирного хода (рис.25), проложенного между двумя исходными реперами.


Рис.25.

В качестве функции Z возьмем превышение между точками 1 и 2
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      В этом случае
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 Свободные  члены уравнений поправок являются функциями измерений, исходных  данных и приближенных значений всех определяемых параметров. Поэтому после уравнивания превышение  
[image: image376.wmf]2

h

 можно записать как некоторую функцию Z всех свободных членов уравнений поправок превышений
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где 
[image: image378.wmf])
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- определяемый вектор. Необходимо найти такие элементы этого вектора, чтобы превышение получить несмещенным и с минимальной дисперсией.

Будем искать достаточную, несмещенную и эффективную оценку функции 
[image: image379.wmf].

Z

 К получению такой оценки и сводится задача уравнивания параметрическим способом.

а) Оценка функции будет достаточной, если для ее определения используются все выполненные измерения. Таким образом в оценивание должна включаться вся система уравнений поправок.

б) Для получения несмещенной оценки функции запишем ее математические ожидания соответственно
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где 
[image: image381.wmf]-
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X
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математическое ожидание векторов Х и L.

На основе матричного уравнения поправок (118) можно записать:
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С тем, чтобы оценивание любых функций было несмещенным, необходимо, чтобы математическое ожидание вектора поправок равнялось нулю, т.е. чтобы
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Тогда соответственно


[image: image384.wmf]X

L

AM

M

-

=


и


[image: image385.wmf]X

T

Z

AM

b

M

=






(122)

Из сравнения (120) и (122) очевидно равенство 
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которое является условием несмещенности. Таким образом, для получения несмещенного значения функции 
[image: image388.wmf]Z

 вектор 
[image: image389.wmf]b

должен соответствовать условию несмещенности (123).

в) С тем, чтобы оценка функции была еще и эффективной, т.е. самой точной, необходимо потребовать, чтобы дисперсия функции 
[image: image390.wmf]Z

была минимальна.

Для удовлетворения всех требований найдем минимум функционала Лагранжа
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по вектору 
[image: image392.wmf],
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 где 
[image: image393.wmf],
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 а 
[image: image394.wmf]-

s

стандарт измерения, вес которого равен единице, 
[image: image395.wmf]-
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 весовая матрица, 
[image: image396.wmf]-
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вектор неопределенных множителей Лагранжа.

Найдем производную функционала по вектору 
[image: image397.wmf],
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 и приравняем ее к нулю
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Тогда
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и соответственно
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Здесь неизвестным является вектор множителей 
[image: image402.wmf].
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 Для его определения подставим полученное для 
[image: image403.wmf]b

выражение (125) в условие несмещенности (123). Тогда будем иметь уравнение


[image: image404.wmf],

1

2

c

A

T

=

RAL

s


из которого находится 
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Введем обозначение


[image: image406.wmf]N
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а матрицу 
[image: image407.wmf]N

 назовем матрицей коэффициентов нормальных уравнений.

Подстановка значения (126) в (125) приведет к результату
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При таком значении 
[image: image410.wmf]b

получится достаточная, несмещенная и эффективная оценка функции 
[image: image411.wmf]Z

 в соответствии со (120).

По обобщенной теореме оценки точности
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Поскольку
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Отметим теперь один важный частный случай. Пусть с=Е, т.е. вместо строки 
[image: image415.wmf]c

 в оцениваемой функции присутствует единичная матрица.

Тогда
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[image: image417.wmf],
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[image: image418.wmf].
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Это значит, что в таком случае оцениваемой функцией будет вектор параметров 
[image: image419.wmf],

X

 с получаемой при этом корреляционной матрицей
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Таким образом, алгоритм уравнивания параметрическим способом заключается в следующем:

а) составляется система уравнений поправок 
[image: image421.wmf];
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б) вычисляется матрица нормальных уравнений 
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в) находится вектор параметров 
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 и оценивается его точность 
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Настоящий алгоритм можно вывести и на основе метода максимального правдоподобия при нормальном законе распределения ошибок измерений.

Функция плотности распределения ошибок вектора измерений L при нормальном распределении имеет вид (95).

Согласно методу максимального правдоподобия должно быть
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Для поиска экстремума запишем производную 
[image: image426.wmf]f

 по 
[image: image427.wmf]X

и приравняем ее к нулю.
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или
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что соответствует уравнению
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После раскрытия скобок получим систему нормальных уравнений
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где
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Из ее решения находится вектор параметров
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При весах измерений 
[image: image434.wmf]n
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 матрица нормальных уравнений имеет вид
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а вектор свободных членов 
[image: image436.wmf]PL
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вид
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где квадратными скобками обозначены гауссовы суммы.

§ 40. ОСОБЕННОСТИ УРАВНИВАНИЯ ТРИАНГУЛЯЦИИ ПО НАПРАВЛЕНИЯМ.

При уравнивании триангуляции в уравнениях поправок направлений кроме поправок к приближенным значениям координат присутствуют поправки в ориентирующие углы станций 
[image: image438.wmf].
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 В общем случае система уравнений поправок имеет вид


[image: image439.wmf],
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где С и А матрицы коэффициентов при векторах поправок  в ориентирующие углы 
[image: image440.wmf]Z

d

 и в приближенные координаты определяемых пунктов 
[image: image441.wmf]-

l

X
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вектор свободных членов.

Ей будет соответствовать система нормальных уравнений
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где 
[image: image443.wmf]-
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весовая матрица измеренных направлений.

Применяя метод подстановки и исключая 
[image: image444.wmf]Z

 будем иметь следующую преобразованную систему
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где


[image: image446.wmf][
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Эту преобразованную систему можно получить  и другим путем.

Пусть измеренным на станции 
[image: image447.wmf]i

направлениям соответствуют следующие уравнения поправок
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Им будет соответствовать следующая система нормальных уравнений:
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Если из первого уравнения системы (134) вычесть 
[image: image450.wmf]i
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и подставить его в остальные, то получим эквивалентную систему


[image: image452.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

....

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

0

...

0

...

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

i

i

i

i

y

p

bp

bp

bbp

x

p

bp

ap

abp

y

p

bp

ap

abp

x

p

ap

ap

aap

d

d

d

d


Исходя из нее легко заметить, что матрицу нормальных уравнений можно составлять на основе существующих уравнений поправок с добавлением на каждой станции так называемого суммарного уравнения.
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с весом
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§ 41. ПРИМЕР УРАВНИВАНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ СЕТИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ.

Уравнять параметрическим способом геодезическую сеть, приведенную на рис. 18 в примере уравнивания коррелатным способом.

Приближенные координаты пунктов D и Е принять следующими 
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Отметим, что они могут быть найдены по результатам измерений в геодезической сети.

Вначале для вычисления свободных членов уравнений поправок необходимо по значениям приближенных координат определяемых пунктов и по координатам исходных вычислить дирекционные углы и длины сторон с точностью, соответствующей принятым приближенным координатам. Для этого решаются обратные геодезические задачи по формулам
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где 
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 номера пунктов.

После того, как точно вычислены длины сторон и дирекционные углы по предварительным координатам, вычисляются свободные члены уравнений поправок (таблица 15). В этой же таблице вычисляются коэффициенты
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необходимые для составления матрицы коэффициентов уравнений поправок.

В соответствии со (115) и (137) уравнения поправок для каждого измеренного направления будут иметь вид
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(138)

а для измеренной стороны вид (108).

Система уравнений поправок для всей сети приведена в таблице 16. Там же для каждой станции составлены и суммарные уравнения вида (137).

Система нормальных уравнений
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представлена в таблице 17.

Таблица 17.

Система нормальных уравнений.

	a
	b
	c
	d
	e
	S

	+4,17
	-0,11

+7,9
	-4,22

-0,73

+14,11
	+0,23

-4,01

+2,14

+10,56
	+9,39

-30,81

-52,77

-82,97
	+9,46

-27,76

-41,50

-74,04


В таблице 17 приведен лишь верхний треугольник матрицы нормальных уравнений
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вектор свободных членов 
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  (столбец е) и столбец 
[image: image464.wmf]S

 контрольной суммы. Нижний треугольник матрицы нормальных уравнений не приводится, т.к. она симметрична.

Система нормальных уравнений здесь составляется так же, как и система нормальных уравнений коррелат. Но в данном случае выполняется умножение соответствующих столбцов на веса измерений, а не их обратные величины, как в коррелатном способе.

Решение нормальных уравнений по схеме Гаусса приведено в таблице 18.

По получены поправкам к координатам определяемых пунктов D и Е и их приближенным координатам вычисляются окончательные значения
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На основе (138) вычисляется поправка в ориентирующий угол для каждой станции.

Таблица 18.

Решение нормальных уравнений по схеме Гаусса.

	a
	b
	c
	d
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	F

	4,1
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	-0,11

0,026
	-4,22

1,012
	0,23

-0,055
	9,39

-2,251
	9,46

-2,269
	1

- 0,24
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	7,9

-0,003

7,897

-1
	-0,73

-0,110

-0,849

0,108
	-4,01

0,006

-4,004

0,507
	-30,81

0,244

-30,566

3,874
	-27,76

0,246

-27,514

3,484
	0

0,026

0,026

- 0,03
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	14,11

-4,27

-0,092

9,748

-1
	2,14

0,232
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1,940
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	-52,77

9,503
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-46,568

4,777
	-41,50
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-2,972

-34,899

3,580
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1,015

- 0,104
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С учетом этой поправки и значений поправок 
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в приближенные координаты определяемых пунктов на основе уравнения поправок направлений (115) вычисляются поправки направлений. Поправки в измеренные стороны вычисляются простой подстановкой поправок координат в уравнения поправок сторон (108). Их вычисления приводятся в           таблице 16.

Полученные поправки с точностью вычислений должны совпадать с поправками, найденными коррелатным способом уравнивания.

Вычисление средней квадратической ошибки единицы веса также выполняется по формуле (94). В общем случае в параметрическом способе число избыточных измерений определяется по формуле
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где 
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число уравнений поправок, 
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t

число неизвестных параметров. При уравнивании направлений число 
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 вычисляется по формуле
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где 
[image: image477.wmf]-

k

число определяемых пунктов, 
[image: image478.wmf]-
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 число станций с которых измерялись направления. Если на каждом пункте направления измерялись лишь один раз, то число 
[image: image479.wmf]m

равно числу всех пунктов, включая и исходные. Это число равно числу всех ориентирующих углов, т.е. числу измеренных пучков направлений.

Значение средней квадратической ошибки единицы веса является оценкой стандарта 
[image: image480.wmf]s

 в (128). Далее по формуле (128) можно вычислить оценку точности любой функции после уравнивания. В параметрическом способе удобно оценивать точность определяемых пунктов по формуле (131). При этом необходимо обратить матрицу нормальных уравнений 
[image: image481.wmf].
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(139)

Ее обращение можно осуществить способами. Наиболее удобный из них способ модифицированных жордановых исключений.

Суть его заключается в следующем:

1) В исходной матрице выбирается разрешающий элемент 
[image: image483.wmf]rS

a

 и заменяется обратной величиной 
[image: image484.wmf].
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2) Остальные элементы разрешающей строки r делятся на разрешающий элемент. 

3) Остальные элементы разрешающего столбца S делятся на разрешающий элемент и меняют знаки на противоположные.

4) Прочие элементы вычисляются по формуле:
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(140)

Вычисления целесообразно выполнять с удерживанием двух значащих цифр после запятой.

На первом шаге жордановых исключений в качестве разрешающего принимается диагональный элемент 4,17.

В результате получится матрица
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(141)

На втором шаге разрещающим будет второй преобразованный диагональный элемент матрицы (141), т.е. 7,90.
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(142)

На третьем шаге разрешающим берется диагональный элемент матрицы (142), т.е. 9,75.
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(143)

На четвертом шаге, т.е. последнем, разрешающим будет элемент 8,13.

Окончательный результат представится в виде
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(144)

которая будет обратной матрице (139).

Контролем правильности обращения является равенство единичной матрице произведения матриц (139) и (144) с точностью 0,1. Кроме того при переходе с одного шага жордановых исключений к другому необходимо следить за симметричностью образовываемых матриц. Лишь в разрешающей строке слева и в разрешающем столбце сверху от разрешающего элемента элементы матрицы различаются лишь знаками.

В итоге согласно формуле (131) найдем
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Ошибки общего положения пунктов D и Е будут
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Используя матрицу (144) и столбец 
[image: image492.wmf]PL
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 таблицы 17 по формуле (130) можно найти поправки в приближенные координаты определяемых пунктов. Они будут равными вычисленным в таблице 18 при решении нормальных уравнений по схеме Гаусса.

Оценку точности отдельной функции можно произвести и по формуле Гаусса. При этом составляется весовая функция по определяемым параметрам 
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где 
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В данной задаче такими параметрами являются поправки в приближенные координаты определяемых пунктов, то есть
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Обратный вес этой функции равен величине
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Получаемой в дополнительном столбце 
[image: image498.wmf]F

 таблицы решения нормальных уравнений по схеме Гаусса. В примере оценивается обратный вес абсциссы 
[image: image499.wmf].
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 Это значит, что 
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 Значение обратного веса, полученное в столбце 
[image: image501.wmf]F

(табл. 18), равно 0,354). С точность вычислений оно равняется первому весовому коэффициенту матрицы (144), соответствующему обратному весу абсциссы точки 
[image: image502.wmf].

D


Ниже в качестве примеров для самостоятельной работы приводятся две геодезические сети с результатами измерений.

СЕТЬ № 1


Рис. 26. Схема сети № 1.

Таблица 2.1. 

Измеренные направления в сети № 1

	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления

°,′,″
	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления

°,′,″

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	A

B

C
	B

D

T

C

D

A

A

E
	0°00′00″
26°48′03″
72°28′40″
108°23′09″
0°00′00″
73°54′06″
0°00′00″
53°32′46″
	D

E
	E
A
B
C
A
D
Измеренная сторона DE равна 1320,54м
	0°00′00″
51°06′09″
130°24′13″
0°00′00″
88°33′00″
171°46′00″


Значения исходных элементов.
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Рис. 27. Схема № 3.

Таблица 2.2. 

Измеренные направления в сети № 3

	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления

°,′,″
	Станция
	Наблюдаемый пункт
	Измеренные направления

°,′,″

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	A

B


	D

B

C

C

A

D


	0°00′00″
40°17′55″
74°59′50″
0°00′00″
50°22′12″
94°29′47″
	C


	A
D
B
B
C
A
Измеренная сторона АС равна 1773,81м
	0°00′00″
48°46′50″
94°55′46″
0°00′00″
39°21′27″
95°34′27″


Значения исходных элементов.


[image: image504.wmf].

.

6

4

0

1

48

,

46

,

2294

,

93

,

9949

,

01

,

8240

,

04

,

9310

,

10

,

7780

¢

¢

¢

°

=

=

=

=

=

=

AB

AB

B

A

B

A

м

b

м

Y

м

Y

м

X

м

X

a


СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ.

1. Большаков В.Д., Гайдаев П.А. Теория математической обработки геодезических измерений. М.: Недра, 1977 с. 367.

2. Большаков В.Д., Маркузе Ю.И. Практикум по теории математической обработки геодезических измерений. М.: Недра, 1984 с. 350.

3. Белугин Д.А. Теория обработки результатов геодезических и астрономических измерений. М.: Недра, 1984 с. 112.

4. Маркузе Ю.И. Алгоритмы для уравнивания геодезических сетей на ЭВМ. М.: Недра, 1989 с. 248.

5. Маркузе Ю.И., Бойко Е.Г., Голубев В.В. Геодезия. Вычисление и уравнивание геодезических сетей. М.: Геодезиздат, 1994 с. 432.

6. Мазмишвили А.И. Способ наименьших квадратов. М.: Недра, 1978.

7. Маслов А.В., Гордеев А.В., Батраков Ю.Г. Геодезия. М.: Недра, 1993.

8. Рабинович Б.Н. Практикум по высшей геодезии. Геодезиздат, 1961 с. 339.
ОГЛАВЛЕНИЕ.

Предисловие.

ГЛАВА 1. ВВЕДЕНИЕ.

§ 1. Предмет математической обработки результатов геодезических измерений.

§ 2. Ошибки измерений.

ГЛАВА 2. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ.

§ 3. Оценка положения и рассеивания.

§ 4. Понятие о законах распределения случайных ошибок.

§ 5. Числовые характеристики распределения случайных ошибок.

§ 6. Числовые характеристики меры связи случайных ошибок.

§ 7. Некоторые примеры непрерывных распределений ошибок измерений.

§ 8. Статистические свойства оценок.

§ 9. Параметрические и непараметрические оценки.

§ 10. Дисперсия функции измеренных величин.

§ 11. Оценка истинного значения и точности функций измеренных величин в нелинейном случае.

§ 12. Математическое ожидание и корреляционная матрица случайного вектора.

§ 13. Производные некоторых матричных операторов. 

§ 14. Решение систем линейных уравнений в общем виде.

ГЛАВА 3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ПРЯМЫХ ИЗМЕРЕНИЙ.

§ 15. Оценка истинного значения измеряемой величины.

§ 16. Несмещенная оценка стандарта одного измерения – средняя квадратическая ошибка результата измерения.

§ 17. Рациональная схема вычисления среднего арифметического. Контроль.

§ 18. Интервальное оценивание.

§ 19. Критерии оценки наличия грубых ошибок измерения.

§ 20. Робастные методы оценивания.

§ 21. Выявление систематической ошибки.

§ 22. Оценка истинного значения измеряемой величины при независимых неравноточных измерениях.

§ 23. Вес функции измеренных величин.

§ 24. Средняя квадратическая ошибка единицы веса.

§ 25. Рациональная схема вычисления среднего весового. Контроль.

§ 26. Замечания по математической обработке ряда неравноточных зависимых измерений.

§ 27. Оценка стандарта измерения по невязкам и разностям двойных измерений.

ГЛАВА 4. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА НЕПРЯМЫХ (КОСВЕННЫХ) ИЗМЕРЕНИЙ    -   УРАВНИВАНИЕ.

§ 28. Суть уравнивания.

§ 29. Сущность условных уравнений.

§ 30. Некоторые виды условных уравнений в геодезических сетях.

§ 31. Матричный вид системы условных уравнений.

Число условных уравнений. Допустимость свободных членов.

§ 32. Коррелатный способ уравнивания.

§ 33. Вывод алгоритма коррелатного способа уравнивания на основе метода максимума правдоподобия.

§ 34. Решение системы нормальных уравнений по схеме Гаусса.

§ 35. Оценка точности функции уравненных величин в коррелатном способе уравнивания при применении схемы Гаусса.

§ 36. Пример уравнивания геодезической сети коррелатным способом.

§ 37. Суть параметрического способа уравнивания.

§ 38. Параметрические уравнения поправок.

§ 39. Алгоритм уравнивания параметрическим способом.

§ 40. Особенности уравнивания триангуляции по направлениям.

§ 41. Пример уравнивания геодезической сети параметрическим способом.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ. 

ПРИЛОЖЕНИЯ.

5





4





6





1





2





3





9





7





8





B





A





C





1





2





3





4





A





B





D





C





1





2





3





4





5





6





7





8





9





10





11





b1





b2





S1





S2





1





2





10





9





8





7





12





13





11





15





14





6





5





4





3





A





B





C





D





1





2





3





7





8





9





6





5





4





10





11





12





I 





II





S1





S2





S3





S4





P





4





5





6





1





2





3





9





8





7





12





11





10





S3





S2





S1





A 





B 





C 





α





β





γ





δ





α





β





S 





h





α





α1





α2





r1





r2





� EMBED Equation.3  ���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





1





2





n





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3��� 





�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���





αK





�EMBED Equation.3���





x





y





β1





αH





XS





YS





ZS





A





YT





XT





ZT





α1





α3





α2





B





1





2





3





4





6





5





A 





B 





1





2





G 





1





2





A 





B 





C 





D 





E 





F 





A 





B 





C 





D 





E 





S1





S2





S3





bED





1





2





3





4





5





6





7





8





9





10





11





12





13





14





15





16





A 





B 





1





2





S1





S3





S2





S4





� EMBED Equation.3  ���





Z 





O 





M1





M2





M3





YS





y





2





1





Z





x





ZS





XS





1





2





A 





B 





D 





E 





C 





A 





D 





B 





C 








_884005659.unknown

_1066716573.unknown

_1080543342.unknown

_1080549189.unknown

_1080550596.unknown

_1081668473.unknown

_1085418622.unknown

_1085424460.unknown

_1085897378.unknown

_1085897383.unknown

_1085897387.unknown

_1085897390.unknown

_1085897386.unknown

_1085897380.unknown

_1085897373.unknown

_1085897376.unknown

_1085842929.unknown

_1085422919.unknown

_1085423779.unknown

_1085424295.unknown

_1085423695.unknown

_1085420944.unknown

_1085422100.unknown

_1085421617.unknown

_1085418947.unknown

_1081669670.unknown

_1081673614.unknown

_1081673689.unknown

_1081673780.unknown

_1085418216.unknown

_1081673772.unknown

_1081673637.unknown

_1081673641.unknown

_1081673251.unknown

_1081668497.unknown

_1081668643.unknown

_1081668492.unknown

_1080554496.unknown

_1080555416.unknown

_1080632367.unknown

_1081578904.unknown

_1081579257.unknown

_1081579641.unknown

_1081579212.unknown

_1081578799.unknown

_1080632331.unknown

_1080554516.unknown

_1080554613.unknown

_1080554508.unknown

_1080554368.unknown

_1080554453.unknown

_1080554481.unknown

_1080554380.unknown

_1080554262.unknown

_1080554287.unknown

_1080550619.unknown

_1080549834.unknown

_1080550300.unknown

_1080550400.unknown

_1080550425.unknown

_1080550314.unknown

_1080549912.unknown

_1080550280.unknown

_1080549855.unknown

_1080549380.unknown

_1080549522.unknown

_1080549540.unknown

_1080549515.unknown

_1080549291.unknown

_1080549353.unknown

_1080549203.unknown

_1080546231.unknown

_1080547285.unknown

_1080548738.unknown

_1080548972.unknown

_1080549085.unknown

_1080548907.unknown

_1080547780.unknown

_1080548107.unknown

_1080547437.unknown

_1080547012.unknown

_1080547148.unknown

_1080547241.unknown

_1080547113.unknown

_1080546557.unknown

_1080546567.unknown

_1080546408.unknown

_1080543543.unknown

_1080545967.unknown

_1080546165.unknown

_1080546171.unknown

_1080546094.unknown

_1080545849.unknown

_1080545928.unknown

_1080545694.unknown

_1080543455.unknown

_1080543476.unknown

_1080543531.unknown

_1080543461.unknown

_1080543432.unknown

_1080543440.unknown

_1080543409.unknown

_1066737135.unknown

_1066807098.unknown

_1079282830.unknown

_1080543041.unknown

_1080543076.unknown

_1080543287.unknown

_1080543060.unknown

_1079283414.unknown

_1079341323.unknown

_1080543029.unknown

_1079343432.unknown

_1079335423.unknown

_1079338063.unknown

_1079338577.unknown

_1079338604.unknown

_1079338320.unknown

_1079338009.unknown

_1079284633.unknown

_1079284684.unknown

_1079283456.unknown

_1079283115.unknown

_1079283280.unknown

_1079283345.unknown

_1079283157.unknown

_1079282910.unknown

_1079282972.unknown

_1079282871.unknown

_1067070425.unknown

_1079282021.unknown

_1079282444.unknown

_1079282696.unknown

_1079282774.unknown

_1079282579.unknown

_1079282193.unknown

_1079282315.unknown

_1079282109.unknown

_1067073648.unknown

_1067084448.unknown

_1067084560.unknown

_1067084608.unknown

_1067084695.unknown

_1067084484.unknown

_1067084426.unknown

_1067071314.unknown

_1067072472.unknown

_1067070656.unknown

_1067066314.unknown

_1067069146.unknown

_1067070045.unknown

_1067070085.unknown

_1067069523.unknown

_1067067905.unknown

_1067068296.unknown

_1067066417.unknown

_1066815931.unknown

_1066821550.unknown

_1067066131.unknown

_1066817521.unknown

_1066814063.unknown

_1066814085.unknown

_1066808621.unknown

_1066739275.unknown

_1066803226.unknown

_1066805204.unknown

_1066806439.unknown

_1066806451.unknown

_1066806418.unknown

_1066804205.unknown

_1066804964.unknown

_1066803521.unknown

_1066801951.unknown

_1066803181.unknown

_1066803205.unknown

_1066803013.unknown

_1066801374.unknown

_1066801934.unknown

_1066801293.unknown

_1066738725.unknown

_1066738965.unknown

_1066739034.unknown

_1066739068.unknown

_1066739006.unknown

_1066738877.unknown

_1066738926.unknown

_1066738741.unknown

_1066738373.unknown

_1066738601.unknown

_1066738626.unknown

_1066738395.unknown

_1066738261.unknown

_1066738299.unknown

_1066737473.unknown

_1066738143.unknown

_1066730314.unknown

_1066735250.unknown

_1066736724.unknown

_1066736841.unknown

_1066737066.unknown

_1066736865.unknown

_1066736736.unknown

_1066736421.unknown

_1066736619.unknown

_1066735533.unknown

_1066730412.unknown

_1066735116.unknown

_1066735137.unknown

_1066735097.unknown

_1066730356.unknown

_1066730385.unknown

_1066730338.unknown

_1066720661.unknown

_1066726457.unknown

_1066730292.unknown

_1066729149.unknown

_1066730124.unknown

_1066725227.unknown

_1066725243.unknown

_1066725174.unknown

_1066718296.unknown

_1066718729.unknown

_1066718747.unknown

_1066718702.unknown

_1066717736.unknown

_1066717758.unknown

_1066717424.unknown

_884012453.unknown

_884015159.unknown

_884016547.unknown

_884018242.unknown

_884018654.unknown

_885225680.unknown

_885235622.unknown

_885235833.unknown

_885233946.unknown

_884018737.unknown

_884018793.unknown

_884019062.unknown

_884019094.unknown

_884018849.unknown

_884018760.unknown

_884018660.unknown

_884018433.unknown

_884018476.unknown

_884018484.unknown

_884018447.unknown

_884018262.unknown

_884018409.unknown

_884018254.unknown

_884016966.unknown

_884017628.unknown

_884018216.unknown

_884018229.unknown

_884018087.unknown

_884017458.unknown

_884017485.unknown

_884017099.unknown

_884016781.unknown

_884016844.unknown

_884016856.unknown

_884016817.unknown

_884016742.unknown

_884016748.unknown

_884016562.unknown

_884015879.unknown

_884016208.unknown

_884016451.unknown

_884016488.unknown

_884016333.unknown

_884015999.unknown

_884016006.unknown

_884015933.unknown

_884015223.unknown

_884015850.unknown

_884015869.unknown

_884015746.unknown

_884015188.unknown

_884015205.unknown

_884015171.unknown

_884014694.unknown

_884014960.unknown

_884015082.unknown

_884015118.unknown

_884015151.unknown

_884015098.unknown

_884014995.unknown

_884015063.unknown

_884014968.unknown

_884014778.unknown

_884014840.unknown

_884014854.unknown

_884014807.unknown

_884014734.unknown

_884014762.unknown

_884014701.unknown

_884014496.unknown

_884014588.unknown

_884014615.unknown

_884014688.unknown

_884014593.unknown

_884014524.unknown

_884014568.unknown

_884014510.unknown

_884014279.unknown

_884014423.unknown

_884014471.unknown

_884014327.unknown

_884014212.unknown

_884014218.unknown

_884013839.unknown

_884010071.unknown

_884010534.unknown

_884011322.unknown

_884012273.unknown

_884012333.unknown

_884012341.unknown

_884012327.unknown

_884012226.unknown

_884012259.unknown

_884011329.unknown

_884011103.unknown

_884011309.unknown

_884011313.unknown

_884011113.unknown

_884010808.unknown

_884010824.unknown

_884010546.unknown

_884010204.unknown

_884010379.unknown

_884010490.unknown

_884010517.unknown

_884010412.unknown

_884010323.unknown

_884010330.unknown

_884010212.unknown

_884010172.unknown

_884010186.unknown

_884010194.unknown

_884010179.unknown

_884010132.unknown

_884010166.unknown

_884010125.unknown

_884009358.unknown

_884009818.unknown

_884009896.unknown

_884009944.unknown

_884009960.unknown

_884009901.unknown

_884009872.unknown

_884009888.unknown

_884009833.unknown

_884009495.unknown

_884009562.unknown

_884009608.unknown

_884009518.unknown

_884009381.unknown

_884009484.unknown

_884009371.unknown

_884008887.unknown

_884009089.unknown

_884009208.unknown

_884009342.unknown

_884009151.unknown

_884009063.unknown

_884009081.unknown

_884008949.unknown

_884008492.unknown

_884008535.unknown

_884008741.unknown

_884008530.unknown

_884008372.unknown

_884008403.unknown

_884008311.unknown

_884008363.unknown

_883996759.unknown

_883999896.unknown

_884000890.unknown

_884004336.unknown

_884004968.unknown

_884005107.unknown

_884005530.unknown

_884005064.unknown

_884004711.unknown

_884004814.unknown

_884004601.unknown

_884003893.unknown

_884004156.unknown

_884004308.unknown

_884004085.unknown

_884003836.unknown

_884003842.unknown

_884002905.unknown

_884000333.unknown

_884000432.unknown

_884000860.unknown

_884000883.unknown

_884000444.unknown

_884000403.unknown

_884000411.unknown

_884000380.unknown

_884000131.unknown

_884000267.unknown

_884000301.unknown

_884000255.unknown

_884000082.unknown

_884000093.unknown

_883999948.unknown

_883997296.unknown

_883999137.unknown

_883999767.unknown

_883999857.unknown

_883999872.unknown

_883999820.unknown

_883999486.unknown

_883999634.unknown

_883999147.unknown

_883999003.unknown

_883999103.unknown

_883999123.unknown

_883999024.unknown

_883998741.unknown

_883998825.unknown

_883998736.unknown

_883996962.unknown

_883997129.unknown

_883997210.unknown

_883997216.unknown

_883997187.unknown

_883997082.unknown

_883997110.unknown

_883997006.unknown

_883996787.unknown

_883996941.unknown

_883996954.unknown

_883996922.unknown

_883996927.unknown

_883996771.unknown

_883996782.unknown

_883996767.unknown

_883992208.unknown

_883994054.unknown

_883994643.unknown

_883994841.unknown

_883994879.unknown

_883996754.unknown

_883994866.unknown

_883994757.unknown

_883994785.unknown

_883994664.unknown

_883994583.unknown

_883994605.unknown

_883994616.unknown

_883994591.unknown

_883994129.unknown

_883994578.unknown

_883994083.unknown

_883993064.unknown

_883993221.unknown

_883993968.unknown

_883993990.unknown

_883993779.unknown

_883993152.unknown

_883993183.unknown

_883993131.unknown

_883992678.unknown

_883992886.unknown

_883993050.unknown

_883992687.unknown

_883992242.unknown

_883992257.unknown

_883992397.unknown

_883992213.unknown

_883991289.unknown

_883991556.unknown

_883991675.unknown

_883991777.unknown

_883992027.unknown

_883991695.unknown

_883991652.unknown

_883991660.unknown

_883991572.unknown

_883991390.unknown

_883991443.unknown

_883991454.unknown

_883991417.unknown

_883991338.unknown

_883991360.unknown

_883991329.unknown

_883991042.unknown

_883991127.unknown

_883991240.unknown

_883991268.unknown

_883991144.unknown

_883991088.unknown

_883991115.unknown

_883991070.unknown

_883990656.unknown

_883990819.unknown

_883991010.unknown

_883990808.unknown

_883990491.unknown

_883990498.unknown

_883990477.unknown

