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В последнее время большое внимание уделяется самостоятельной работе студентов. В связи с этим, для более глубокого усвоения курса теоретической механики возникает потребность в использовании студентами различного рода методических пособий и руководств, которые бы облегчили самостоятельную работу.

Большинство механизмов имеют звенья, совершающие плоскопараллельное движение – очень распространенный вид движения тела, часто встречающийся в технике.

В данных методических указаниях решению задач предшествует краткое изложение теоретического материала.

Основная цель указаний состоит в том, чтобы помочь студенту приобрести навыки в решении задач.

Настоящая методическая разработка может быть полезна студентам дневного и заочного отделений.

§ 1. Основные положения теории плоско-параллельного движения твердого тела.

Движение тела называется плоскопараллельным или плоским, если каждая точка тела движется в плоскости параллельной некоторой неподвижной плоскости.

Или иначе, плоскопараллельным или плоским называется такое движение твердого тела, при котором любая точка тела остается на постоянном расстоянии от  некоторой неподвижной плоскости.

Примерами плоскопараллельного движения могут служить: качение колеса по прямолинейному рельсу, движение линейки  эллипсографа, движение шатуна кривошипно-шатунного механизма и т.д.

Изучение плоскопараллельного движения твердого тела сводится к изучению движения плоской фигуры (сечения тела плоскостью  хОу, параллельной неподвижной плоскости), движущейся в своей плоскости.

Движение плоской фигуры можно считать заданным, если известны уравнения движения точки А,  выбранной за полюс, и угол поворота фигуры вокруг этого полюса (Рис.1).
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Рис.1

Эти уравнения называются уравнениями движения плоской фигуры или уравнениями  плоскопараллельного движения твердого тела.

Плоскопараллельное движение представляет собой сумму двух одновременных движений: поступательного движения вместе с полюсом А и вращательного движения вокруг этого полюса. Поступательное движение плоской фигуры зависит от выбора полюса и описывается первыми двумя уравнениями. Третье  уравнение описывает вращательное движение плоской фигуры вокруг полюса, которое от выбора полюса не зависит.

Общими для всех точек плоской фигуры кинематическими характеристиками являются угловая скорость и угловое ускорение плоской фигуры.

§ 2. Определение скоростей точек плоской фигуры.

Теорема (Об определении скоростей точек плоской фигуры).

Скорость любой точки В плоской фигуры равна геометрической сумме скорости полюса А и скорости этой точки во вращательном движении вокруг полюса А.
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где   
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 -  плоская скорость точки В,  
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     - скорость полюса А;    
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  -  скорость точки В во вращательном движении вокруг полюса А (Рис.2).
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где  ω -  угловая скорость плоской фигуры.
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                Рис.2                                                  Рис.3

Теорема (о проекциях скоростей двух точек).

Проекции скоростей любых двух точек плоской фигуры на прямую, соединяющую эти точки, равны между собой.

При этом проекции должны иметь одинаковый знак (Рис.3).
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§ 3. Мгновенный центр скоростей.

Мгновенным центром скоростей (МЦС) называется точка в плоскости движения плоской фигуры, скоростью которой в данный момент времени равна нулю.

Плоская фигура относительно МЦС  совершает мгновенное вращательное движение.

Если известны направления векторов скоростей двух точек плоской  фигуры, то МЦС находится в точке пересечения перпендикуляров, проведенных к векторов скоростей в точках их приложения (Рис.4).

Так как скорость любой точки плоской фигуры является вращательное скоростью вокруг МЦС, то любой точки М ее скорость 
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 и направлена в сторону  ω. Причем    
[image: image12.wmf])

5

(

MP

V

M

×

=

w


Скорости точек  плоской фигуры в каждый момент времени пропорциональны расстояниям от этих точек до МЦС.
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          Рис.4
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Отношение скорости любой точки плоской фигуры к ее расстоянию до МЦС является величиной, равной угловой скорости вращения.

Чтобы определить скорости точек плоской фигуры при помощи МЦС, нужно знать положения мгновенного центра скоростей и угловую скорость фигуры.
 §4 Частные случаи определения МЦС.
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Рис. 5                                                                   Рис. 6

При качении без скольжения одного цилиндрического тела по неподвижной поверхности другого МЦС в каждой момент времени будет  в точке З касания поверхностей (Рис.5).

Если скорости точек А и В плоской фигуры параллельны друг другу, причем линия АВ не перпендикулярна   
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, то МЦС  лежит в бесконечности. Скорости всех точек в данный момент времени равны по модулю и направлению, то есть фигура  имеет мгновенно поступательное распределение скоростей (случай мгновенно поступательного движения). Угловая скорость ω в данный момент времени равна нулю (Рис. 6).
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Если скорости точек А и В плоской фигуры параллельны друг другу и при этом линия АВ перпендикулярна 
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, то мгновенный центр скоростей Р определяется построениями, показанными на рис.7.Справедливость этих построений следует из формулы (6).
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Рис. 7

§ 5 Определение ускорений точек плоской фигуры.

Теорема (об определении ускорений точек плоской фигуры).

Ускорение любой точки В плоской фигуры равно геометрической сумме ускорения полюса А и ускорения этой точки во вращательном движении плоской фигуры вокруг полюса А.
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где  
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-  искомое ускорение точки В; ускорение полюса А; 
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-  ускорение точки В во вращательном движении вокруг полюса А (Рис.8).
Представим
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где 
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- тангенциальное (касательное) ускорение. Вектор 
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      направлен перпендикулярно АВ в сторону вращения, если оно ускоренное, и против вращения, если оно замедленное.Иначе говоря, вектор 
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  направлен перпендикулярно АВ в сторону углового ускорения ε.
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  всегда направлен от  точки В к полюсу А. Численно   
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Тогда (8) с учетом (9) примет вид:
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Рис.8
§6. Методические указания к определению скоростей и ускорений точек плоской фигуры.

В названной теме решаются два вида задач:

1. Определение скоростей точек плоской фигуры

2. Определение ускорений точек плоской фигуры.

І. При определении скоростей точек плоской фигуры с помощью мгновенного центра скоростей предлагается следующая последовательность действий:
1) Изображаем плоскую фигуру в данный момент времени.
2) Изображаем направления скоростей двух точек плоской фигуры.
3) Восстанавливая перпендикулярные к скоростям в данных точках, определяли положения мгновенного центра скоростей.
4) Определяем (графически, если все построения выполнены в масштабе, или аналитически) расстояние между мгновенным центром скоростей и точкой, скорость которой известна или может быть определена.
5) Используя формулы (6), определяем угловую скорость плоской фигуры.
6) Определяем скорости других точек плоской фигуры, умножая найденную угловую скорость на расстояние от этих точек до мгновенного центра скоростей.
7) Показываем векторы скоростей точек на чертеже. Векторы скоростей перпендикулярны отрезкам, соединяющим данные точки с мгновенным центром скоростей, и направлены согласно направлению угловой скорости плоской фигуры.

Если в задаче рассматривается плоский механизм, состоящий из нескольких плоских фигур, то вычисление кинематических характеристик его звеньев и точек выполняется последовательным рассмотрением звеньев с использованием описанной выше методики.

ІІ. Задачи на определение ускорений точек плоской фигуры с помощью формулы распределения ускорений можно разделить на четыре типа:

Задачи типа 1. Определить ускорения точек катящегося без скольжения колеса.

Задачи типа 2. Известны векторы скорости и ускорения одной точки плоской фигуры и прямолинейная  траектория второй точки, ускорения которой требуется определить.

Задачи  типа 3. Известны векторы скорости и ускорения одной точки плоской фигуры и криволинейная траектория второй точки, ускорение которой требуется определить.

Задачи типа 4. Известны векторы ускорения двух точек плоской фигуры. Определить ускорения третьей   точки.

Решение задач типа 1.
Задачи типа 1, в свою очередь, можно разделить на две группы:

а) колесо катится без скольжения по неподвижной поверхности;

б) колесо катится по второму колесу, вращающемуся с известной угловой скоростью.

Особенностью задач типа 1 является, то угловое ускорение колеса определяется здесь как производная по времени от угловой скорости, т.е.
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При решение задач типа 1 рекомендуется следующая последовательность действий:
1. Определяем положение мгновенного  центра скоростей и по формулам (6) находим скорости точек и угловую скорость колеса;
2. Записываем векторное равенство (11) для точки, ускорение которой нужно определить, выбрав за полюс точку, ускорения которой известно;
3. Изображаем на чертеже все вектора ускорений равенства (11);
4. Вычиляем центростремительное ускорение данной точки во вращательном движении вокруг полюса;
5. Определяем угловое ускорение колеса как производную по времени от угловой скорости;
6. Вычисляем вращательное ускорение данной точки во вращательном движении вокруг полюса;
7. Выбираем систему координат таким образом, чтобы углы между ее осями и всеми векторами ускорений были известны;
8. Проецируем векторное равенство (11) на оси координат;
9. Определяем искомое ускорение данной точки.

Решение задач  типа 2.
 В задачах типа 2 известны скорость  и ускорение полюса и направление искомого ускорения второй точки плоской фигуры, так как эта точка движения прямолинейно.

При решении задач типа 2 рекомендуется следующая последовательность действий:

1. Определяем направления скоростей двух точек плоской фигуры, восстанавливаем в этих точках перпендикуляры к направлению их скоростей и находим на пересечении перпендикуляров мгновенный центр скоростей; пользуясь формулой (6), определяем угловую скорость плоской фигуры;
2. Записываем векторное равенство (11) для точки, ускорение которой нужно определить; при этом за полюс выбираем точку, ускорение которой известно; если ускорение полюса представлено в виде касательной  нормальной составляющих, нет необходимости находить их геометрическую сумму отдельно;
3. Изображаем на чертеже все векторы ускорений равенства(11);
4. Вычисляем центростремительное ускорение во вращательном движении второй  точки вокруг полюса;
5. Выбираем систему координат таким образом, чтобы углы между  и осями и всеми векторами ускорений были либо известны, либо легко определялись;
6. Проецируем векторное равенство (11) на оси выбранной системы координат;
7. Решаем полученную систему двух уравнений относительно неизвестных величин;
8. Определяем мгновенное угловое ускорение плоской фигуры по найденному вращательному ускорению;
9. Находим ускорение любой точки плоской фигуры при помощи формулы (11), записанной для этой точки.

Решение задач типа 3.
При решении задач типа 3 рекомендуется следующая последовательность действий:
1. Определяем направления скоростей двух точек плоской фигуры; восстанавливаем в этих точках перпендикуляры к направлениям их скоростей и  находим на пересечении перпендикуляров мгновенный центр скоростей; пользуясь формулой (6) определяем угловую скорость  плоской фигуры, а также скорость точки, криволинейная траектория которой дана;
2. Записываем векторное равенство (11) для точки, ускорение которой нужно определить; при этом за полюс выбираем точку, ускорение которой известно;
3. Представим искомое ускорение точки в виде суммы его нормальной и  тангенциальной  составляющих и приравниваем к  ускорению, полученному по формуле (11);
4. Изображаем на чертеже все векторы ускорения последнего векторного равенства;

5. Вычисляем центростремительное ускорение во вращательном движении второй точки вокруг полюса, а также ее нормальное ускорение при движении вдоль своей траектории;
6. Выбираем систему координат таким образом, чтобы углы между ее осями и всеми векторами ускорений были известны или легко определялись;
7. Проецируем векторное равенство на оси выбранной системы координат;
8. Решаем полученную систему двух уравнений относительно неизвестных величин;
9. По найденному вращательному ускорению определяем мгновенное угловое  ускорение плоской фигуры;
10. Находим ускорение любой точки плоской фигуры при помощи формулы распределения ускорений (11).
Решение задач типа 4.

При решении задач типа 4 рекомендуется следующая последовательность действий:
1.Одну из точек, ускорение которой задано, выбираем в качестве полюса и записываем формулу (11) для известного ускорения второй точки;
2. Выбираем систему двух взаимно перпендикулярных осей с началом во второй точке; одну из осей лучше всего

направлять вдоль прямой, проходящей через точки с известными ускорениями, а вторую – ей перпендикулярную; 

          3. Проецируем векторное равенство (11) на выбранные оси координат;

          4. Решаем полученную систему двух уравнений относительно неизвестных величин;

          5. По найденному вращательному и центростремительному ускорениям определяем мгновенную угловую скорость и мгновенное угловое ускорение плоской фигуры;

          6. Записываем векторное равенство (11) для третьей точки, ускорение которой требуется определить;

          7. Зная мгновенную угловую скорость и мгновенное угловое ускорение, находим центростремительное и вращательное ускорения во вращательном движении третьей точки вокруг полюса.
§ Примеры решения задач
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          Пример 1 (задача типа 1)
          Колесо катится без скольжения в вертикальной плоскости по наклонному прямолинейному пути.
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          Найти ускорения концов двух взаимно перпендикулярных диаметров колеса, из которых один параллелен наклонной плоскости, если в рассматриваемый момент времени скорость центра колеса v0=1м/с, ускорение центра колеса a0=3м/с2, радиус колеса r=0,5м. (рис.9)
Рис.9

          Решение:   
По условию данной задачи можно определить угловую скорость и угловое ускорение колеса. Тогда ускорения точек М1, М2, М3 и М4 определяются согласно теореме об ускорениях точек плоской фигуры по ускорению центра ā0, угловой скорости ω и угловому ускорению ε.
          а) Определяем ω и ε. Мгновенный центр скорости колеса находится в точке М1 соприкосновения колеса с неподвижной плоскостью.

          Модуль угловой скорости колеса
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          Расстояние от центра колеса О до М1 при движении не изменяется, а потому модуль углового ускорения
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          По направлению 
[image: image39.wmf]0
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 установим направление ω, а так как вращение колеса ускоренное, то ε  имеет такое же направление как ω.

          б) Определяем ускорения точек. Принимаем за полюс центр колеса О, ускорение которого известно, и определяем ускорение каждой из четырех точек М по теореме:
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     Модуль нормального ускорения точек М во вращении вокруг полюса О:
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     Модуль тангенциального ускорения точек М во вращении вокруг полюса О:
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          Откладываем в каждой точке М  векторы 
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(рис.10).
          Вектор
[image: image46.wmf]n
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  в каждой точке направлен от точки к полюсу О.
          Вектор 
[image: image47.wmf]t
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 в каждой точке направлен перпендикулярно к отрезкам МО в сторону ε.
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Рис.10
          Ускорение каждой точки определяется из прямоугольника, сторонами которого являются сумма двух векторов, оказавшихся на одной прямой, и  третий вектор, перпендикулярный к ним.
          Для точки М1
                   Т.к. 
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         Для точки М2
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         Для точки М3
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         Для точки М4
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         Ответ:   
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          Пример 2 (задача типа 1).

          На палец А кривошипа ОА свободно насажено зубчатое колесо 2 радиуса r2=20см, сцепленное с зубчатым колесом 1 радиуса r1=50см, имеющим неподвижную ось О.
          Кривошип ОА вращается с постоянной  угловой скоростью  ωОА=3с-1, а зубчатое колесо   

1 – с угловой скоростью ω1=2с-1.

          Определить скорости и ускорения точек В и С, если АС=10см, α=300, β=600 (рис.11). 

	[image: image58.png]


 Рис.11




           Решение:

           а) Определяем скорости точек. Найдем сначала скорость точки А (рис.12).
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          Определяем скорость точки Д подвижного колеса 1 (рис.12).
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Рис.12

           По известным скоростям точек А и Д определим положение мгновенного центра скоростей колеса 2.
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                   АР=r2 – ДР=20 – 6,45=13,55(см)

          Соединяем точки А, В и С с точкой Р и по формуле распределения скоростей точек плоской фигур (6) определяем скорости точек В и С.
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          Найдем расстояния ВР и СР:
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          Определим угловую скорость колеса 2:
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          Находим скорость точки С:
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          Направлен вектор 
[image: image69.wmf]C
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 перпендикулярно отрезку СР по направлению ω2.

          Находим скорость точки В:
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          Направлен вектор  
[image: image71.wmf]B

V

 перпендикулярно отрезку ВР по направлению ω2.
          б) Определяем ускорения точек В и С. За полюс выберем точку А, так как ускорение этой точки можно определить.

          Стержень ОА вращается с постоянной угловой скоростью, поэтому ускорение точки А:
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          Направлен вектор  
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 от точки А к точке О (рис.13).
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Рис.13

          Определяем ускорение точки В по теореме: 
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          Находим  
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          Направлен вектор 
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 от точки В к полюсу А.
          Чтобы определить тангенциальное ускорение, найдем угловое ускорение колеса 2. Угловое ускорение находим как производную по времени от угловой скорости ω2.
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          Так как стержень ОА вращается равномерно, то тангенциальное ускорение 
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          Поэтому 
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          Выберем оси координат Аxy и спроецируем векторное равенство (12) на эти оси:
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          Модуль ускорения точки В равен:
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          Определяем ускорение точки С, выбрав за полюс точку А:
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          Находим нормальное ускорение 
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          Направлен вектор 
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 от точки С к полюсу А.

          Тангенциальное ускорение:
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          Спроецируем векторное равенство (13) на оси координат:
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          Модуль ускорения точки С равен:
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          Ответ:
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          Пример 3 (задача типа 2).
          Кривошип  ОА  длиной 20см вращается равномерно с угловой скоростью  ωОА=10с-1 и приводит в движение шатун АВ длинной 100см, ползун В движется по вертикали.
          Найти угловую скорость и угловое ускорение шатуна АВ, а также ускорение ползуна В в момент, когда кривошип и шатун взаимно перпендикулярны и образуют с горизонтальной прямой углы α=β=450 (рис.14).

[image: image94]
Рис.14
          Решение:

          Вычислим ускорение точки А. Кривошип ОА вращается равномерно, поэтому  εОА=0  и следовательно,
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          Тогда  
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          Тогда В движется по прямой, ее ускорение направлено по той же прямой. Таким образом, в задаче известны:

          1) модуль и направление ускорения одной точки шатуна – точки А;

          2) прямая, по которой направлено ускорение второй его точки – 
точки В.

          Кроме того, по скорости точки А можно определить угловую скорость шатуна ωАВ, найдя его мгновенный центр скоростей (рис.15).


[image: image99]
Рис.15

           Находим мгновенный центр скоростей, восстанавливая в точках А и В перпендикуляры к направлениям скоростей этих точек. Получаем равнобедренный треугольник АРВ, в котором РА=АВ=100см.

           Определяем угловую скорость шатуна:
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          Точку А, ускорение которой известно, можно принять за полюс и ускорение точки В определить по теореме:
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          Модуль нормального ускорения точки В во вращении вокруг полюса А можно вычислить, зная угловую скорость ωАВ.
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          Для тангенциального ускорения  
[image: image103.wmf]t
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 точки В во вращении вокруг полюса А известна прямая, перпендикулярная  АВ, по которой направлено это ускорение. Модуль 
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 не известен, так как не известно угловое ускорение шатуна εАВ.
         Для построения многоугольника ускорений, определяющего 
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, можно воспользоваться тем, что прямая, по которой направлено ускорение 
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 во вращении точки В вокруг полюса А, направленное параллельно АВ от точки В к полюсу А, а через его конец проведем прямую, перпендикулярную к АВ, то есть параллельную неизвестному тангенциальному 
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 до пересечения с прямой, по которой направлено ускорение
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. Чтобы вычислить при помощи построенного многоугольника ускорений 
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, следует спроецировать векторное  равенство  (14) на оси  Bx  и  By, одна из которых, например Bx, направляется вдоль АВ.
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      Откуда   
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          Но    
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          Направление  εАВ определяется  по направлению ускорения  
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,  отложенного от точки В по отношению к полюсу А.  В данной задаче угловое  ускорение εАВ направлено по ходу часовой стрелки. Следовательно, в данный момент времени шатун АВ вращается ускоренно.
               Ответ:    
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          Пример 4 (задача типа 3).
          Определить ускорение точки А  в момент, когда кривошип ОА и шатун АВ взаимно перпендикулярны, а угол  α=300, если при этом скорость поршня В  имеет максимальное значение  V0;  длина ОА=r (рис.16).
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Рис.16
  Решение:

          Так как точка А принадлежит шатуну АВ и кривошипу ОА, то ее ускорение может быть найдено двояким образом:
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          Точка В, выбранная за полюс, имеет в данный момент времени максимальную скорость. Следовательно,  
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          Восстанавливая перпендикуляры к направлениям скоростей  
[image: image123.wmf]A

V

 и  
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  в точках А и В, находим мгновенный центр скоростей Р.
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          Таким образом, мгновенная угловая скорость шатуна АВ:
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;
          мгновенная  угловая скорость кривошипа ОА
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          Нормальное ускорение, получаемое точкой А при вращении вокруг полюса В, определяется:
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          Нормальное ускорение, получаемое этой же точкой А при вращении вокруг точки О, определяется:
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          Ускорение 
[image: image130.wmf]t
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          Приравнивая (16)  и  (17), будем иметь:
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          Спроецируем векторное равенство (18) на оси Аx  и Ay, получим два скалярных уравнения:

     На ось Аx:  
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     На ось Ay:  
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          Ответ:   
[image: image136.wmf].
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          Пример 5 (задача типа 4).
          Равносторонний треугольник АВС движется в плоскости чертежа. Ускорение вершин А и В  в данный момент времени равны  16 см/c2 и  направлены по сторонам треугольника. Определить  ускорение третьей вершины С треугольника (рис.17).
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Рис.17

          Решение:  

          Для определения ускорения точки С по формуле 
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необходимо знать угловую скорость и угловое ускорение треугольника АВС.
          Эти вычисления найдем из соотношения между ускорениями точек А  и  В.
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,  где
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     Отсюда   
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          Спроецируем  (20)  на оси   Bx  и  By,  получим два скалярных уравнения:
     На ось  Bx:
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,  откуда  
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где   а – длина стороны треугольника АВС. 

     Тогда      
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     На ось  By:
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     Откуда   
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     Перейдем к определению  
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 по  (19)
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     Учитывая соотношение сторон в прямоугольном треугольнике ускорений, построенном по (19) в точке  С, заключаем, что вектор  ускорения  
[image: image154.wmf]C
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 направлен вдоль ВС  от точки С к точке В.

     Ответ:   
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