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Введение

Движение машин, транспортных средств, приборов и механизмов всегда сопровождается колебаниями, или, как ещё говорят, вибрациями. Одной из задач является указать причины такого опасного явления, как резонанс – когда возрастание интенсивности колебаний выше допустимой нормы грозит катастрофой. Колебания с успехом используют и как полезный процесс в вибромашинах: дробилках, упрочнителях, обогащающих руду ситах и т.д.

Мы рассмотрим лишь простейший вид колебательного процесса – прямолинейные колебания материальной точки.

§1  СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЛИНЕЙНОЙ ВОССТАНАВЛИВАЮЩЕЙ СИЛЫ

Рассмотрим прямолинейное движение материальной точки М массой m под действием силы 
[image: image1.wmf]P

, направленной к неподвижному центру O и пропорциональной первой степени расстояния  OМ = r  точки  М до центра О:
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Рис.1.1.
здесь 
[image: image4.wmf]r

– радиус-вектор точки  М  относительно центра  О, соответствующего равновесному положению точки; с – положительный коэффициент пропорциональности (с – жёсткость, характеризующая упругие свойства пружины, если  P – это сила упругости пружины).

Силу, стремящуюся вернуть точку в положение равновесия, называют восстанавливающей. Роль восстанавливающей силы может играть сила упругости пружины (рис.1.2,а), или сила тяжести (рис.1.2,б – математический маятник).
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Рис.1.2.
Рассмотрим колебание груза под действием силы упругости 
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; по модулю 
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 – по закону Гука, 
где 
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 – деформация пружины;
с – коэффициент жесткости пружины
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Рис.1.3. 
Составим дифференциальное уравнение движения груза для схемы на рис. 1.3,а. Груз движется поступательно и прямолинейно, поэтому считаем его материальной точкой.
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Спроецируем на ось x основное уравнение динамики (2) с учётом выражения (1) для силы 
[image: image13.wmf]P
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где 
m – масса груза;

ax  = 
[image: image15.wmf]x
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 – проекция ускорения груза на ось x;

с – коэффициент жесткости пружины;

x – координата груза, отсчитанная от положения равновесия 0.
Учтём, что 
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 согласно рис.1.3,а. Разделим обе части на  m и приведём (3) к виду:
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(4)
где обозначено 
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– собственная угловая частота колебаний (или – угловая частота свободных колебаний, рад/с). Уравнения (3) или (4) называются дифференциальными уравнениями свободных колебаний под действием линейной восстанавливающей силы.

Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения (4), полученное методами математики при помощи характеристического уравнения (z² + k² = 0) и анализа его корней (характеристических чисел  z1,2= ± ki – они мнимые и различные), имеет вид:
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(5)
где 
[image: image22.wmf]2
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 – постоянные интегрирования.

Взяв производную от x согласно (5), получим первый общий интеграл дифференциального уравнения (4):
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Учтём  начальные условия движения:
{при 
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Подставив начальные условия в общие интегралы (5), (6), получим систему двух алгебраических уравнений относительно постоянных интегрирования  с1  и  с2
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Решая эти уравнения, находим постоянные  c1  и  c2:
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(7)

Учитывая (7), из (5) получим уравнение движения груза (частное решение дифференциального уравнения (4) при заданных начальных условиях):
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Для графического представления (8) или (5), заменим постоянные  с1  и  c2 на две другие постоянные 
[image: image30.wmf]A

 и 
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  по формулам:
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Тогда (5) примет вид гармонических колебаний с амплитудой  А,   угловой частотой  k  и начальной фазой 
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При этом согласно (9) и (7):
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(12)
Согласно (10)  x  ведёт себя как  sin kt (при β=0), а поскольку период sin  k t равен  2π, получим:  kT = 2π. Откуда получим формулу периода колебательного движения вида (10):
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Свойство независимости частоты 
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 и периода  Т  согласно (13) от начальных условий (свойство изохронности колебаний) связано с линейным характером восстанавливающей силы, описанным формулой (1) (оно было открыто Галилеем). В случае нелинейной характеристики восстанавливающей силы свойство изохронности не имеет места (например, для конических пружин, где сила упругости  F  пропорциональна деформации  λ  в кубе  (λ3).
Рассмотрим теперь схему на рис.1.2,а  или обобщающую его схему на рис.1.3,б. Покажем, что если пренебречь силой сухого трения (FТР = 0), то действие постоянной силы тяжести 
[image: image40.wmf]G

 не повлияет на вид дифференциального уравнения движения. Оно также приведётся к уравнению (4), если начало координат (рис.1.3,б) поместить в положение статического равновесия, где деформация 
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Действительно, для схемы на рис.1.3,б:
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(14)

Положив в дифференциальном уравнении движения (14) 
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, получим условие статического равновесия:
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(15)
откуда получим выражение статической деформации: 
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(16)
Учтём (15) или (16) в (14), получим дифференциальные уравнения движения вида (3) или (4):
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Собственная частота колебаний определяется по формуле:
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(17)   
Формулу (16) преобразуем к виду:
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(18)
Колебания вида (10) изображены графически на рис.1.4.
[image: image182.wmf]G
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Рис.1.4.

Замечание: те же формулы справедливы и для вертикальных колебаний груза веса  G, расположенного на горизонтальной упругой балке или рессоре. При этом, если  L – пролёт балки,  J – момент инерции поперечного сечения относительно оси  x, Е – модуль упругости материала, то статический прогиб под действием груза при различных способах закрепления концов балки и расположения груза вычисляется по формулам, которые выводятся в курсах сопротивления материалов.
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Рис.1.5. Колебания груза на упругой балке
а) оба конца заделаны, груз на середине балки:

б) оба конца опёрты, груз на середине балки:
в) один конец заделан, груз находится на свободном конце:
§2 Свободные колебания с линейным сопротивлением (вязким трением)
Пусть на материальную точку действует также сила вязкого трения, пропорциональная скорости и направленная противоположно скорости: 
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Рис.2.1. 
тогда 
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в проекции на ось  x:  
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(20)
где  μ – коэффициент трения, характеризующий сопротивление, а  Rx=-μVx=-μ
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(поскольку при составлении дифференциального уравнения движения считаем  x > 0, 
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 > 0).

Перенеся в (20) все слагаемые в левую часть уравнения и разделив его на  m,  получим:
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(21)
где обозначены: 
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,   n – относительный коэффициент вязкого трения;
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 – собственная частота колебаний; 

Дифференциальные уравнения (20) и (21) – это дифференциальные уравнения свободных колебаний точки с линейным сопротивлением (вязким трением).

Найдём корни  Z1,2  характеристического уравнения (22), составленного для дифференциального уравнения (21):

[image: image67.wmf]0

2

2

2

=

+

+

k

nZ

Z





(22)
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(23)
Рассмотрим отдельно три случая, связанные с дискриминантом (n² - k²).
1) Случай затухающих колебаний при малом сопротивлении: (n<k). Обозначим  k1 =
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частоту затухающих колебаний (
[image: image72.wmf]2
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= k2 - n2  > 0). Тогда корни характеристического уравнения согласно (23):

Z1,2 = -n ±  k1i
Они различные и имеют мнимую часть  k1i. Поэтому вид общего решения дифференциального уравнения (21) таков:
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(24)
где  
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Постоянные интегрирования 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]nt
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После подстановки в (24) и (27) начальных условий, имеем:
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С учётом (28), выражение (24) примет вид:
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или согласно (24), (26) и (28):
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где 
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Вид  x = x (t)  показан графически на рис.2.2.
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Рис.2.2.
Период затухающих колебаний:
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(30)

где  Т0  = 
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Если 
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, т.е. относительное увеличение периода свободных колебаний за счет сопротивления имеет порядок 
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Отношение абсолютных (максимальных) отклонений  аi  от центра колебаний образует геометрическую прогрессию со знаменателем:
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 – так называемый  фактор затухания
Его логарифм называется  логарифмическим декрементом:
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(31)

Сравнивая (31) с (30), найдем связь  Т1  и  
[image: image103.wmf]D
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(32)
Исследуя (32), получим, что небольшое сопротивление  (n<<k)  весьма мало изменяет период, но интенсивно гасит свободные колебания (за несколько «взмахов»  х  практически становится мал). Это позволяет считать, что согласно (24) колебания быстро «затухают», то есть 
[image: image105.wmf]0
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 при  t → ∞, поэтому затухающими колебаниями с течением времени при установившемся режиме можно практически пренебречь.
2)  Случай апериодического движения – наблюдается при большом сопротивлении (n > k).
Общий интеграл дифференциального уравнения (21) имеет вид:

x = е–nt (C1chk2t+C2shk2t)



(33)
где обозначено:  k2 = 
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 – гиперболические косинус и синус  k2t.
При  t → ∞  х → 0. Вид  х (t)  показан на рис.2.3,а,б,в.
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Рис.2.3.
3)  Предельное апериодическое движение:  n=k
Общий интеграл дифференциального уравнения (21) имеет вид:
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Его графический вид соответствует тем же рис.2.3.а,б,в.
§3  Вынужденные колебания (без сопротивления)
Пусть кроме силы упругости 
[image: image112.wmf]F

 на точку действует возмущающая сила  
[image: image113.wmf]S

, изменяющаяся по закону:

S=H sin (pt + δ)
где 

H – амплитуда;

p – частота;
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 – начальная фаза возмущающей силы.

[image: image115]
Рис.3.1.
Используем основное уравнение динамики:
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В проекции на ось x получим дифференциальные уравнения вынужденных колебаний вида:
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(35)
где обозначены:

k = 
[image: image119.wmf]m

с

 – собственная угловая частота колебаний
h = 
[image: image120.wmf]m

H

 – относительная амплитуда возмущающей силы.
(35) – линейное неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами.
Его общее решение, как известно из математики, является суммой общего решения однородного уравнения (4) и частного решения неоднородного уравнения (35):

x = x1+ x2





(36)
Согласно (5): 

x1= c1cos kt + c2 sin kt



(37)

Частное решение  x2 ищем в виде:

x2 = A2 sin (pt+δ)




(38)

Подставляя (38) в (35) и приравняв в коэффициенты при 
[image: image121.wmf](
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 в левой и правой части полученного уравнения, имеем:
A2  (-p2+k2) = h,

откуда находим модуль амплитуды  А2  вынужденных колебаний  x2 (t):
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(39)
Следовательно, общее решение (36), с учётом (37), (38) и (39), примет вид:

x = c1cos kt + c2 sin kt + 
[image: image124.wmf])
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(40)

Таким образом, общее решение (40) представляет собой результат наложения свободных колебаний на колебания, происходящие с частотой возмущающей силы и называемые  вынужденными колебаниями, имеющими вид:

x2  = 
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(при  k > p,  A2  > 0)
или
x2 =
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(при k < p,  т.к.  A2 < 0)

Согласно (39) амплитуда вынужденных колебаний не зависит от начальных условий движения.
Учтём начальные условия (при  t = 0,  x = x0, 
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) и производную от общего решения (40):
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(41)

Подставив начальные условия в (40), (41), получим постоянные интегрирования:
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Тогда (40) примет вид: 
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Движение  x = x(t) в формуле (42) можно представить, таким образом, как результат сложения:
1) свободных колебаний точки, которые возникли при отсутствии возмущающей силы, если точку вывести из равновесия:
x(1) = x0 cos kt + 
[image: image133.wmf]k
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2)
вызванных возмущающей силой колебаний с собственной частотой

x(2) = –
[image: image134.wmf])

-

(

2

2

p

k

h

(sin δ cos kt+
[image: image135.wmf]k

p

cos δ sin kt)
3) и, наконец, вынужденных колебаний

x(3) =
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(43)

совпадающих по частоте с частотой возмущающей силы.

Особый интерес представляет явление резонанса, которое возникает при совпадении частоты  p  возмущающей силы с частотой собственных колебаний  k, что приводит к особенно интенсивному раскачиванию точки. Пусть в (42)  p → k. Тогда сумма колебаний  (x(2) + x(3)) 
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x(2) + x(3) = 
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[image: image139.wmf]

Раскрывая неопределённость по правилу Лопиталя, получим:
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(44)
Итак, при  p → k:
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(45)

В состав этого выражения входит характерное для резонанса слагаемое:

x* =
[image: image142.wmf]k
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(46)

где время  t  стоит множителем перед косинусом. 
Зависимость  x*= x*(t)  вида (46) выглядит графически так:

[image: image143]
Рис.3.2.
Следовательно, колебания при резонансе происходят с возрастающей пропорционально времени амплитудой, что может служить причиной разрушения конструкции или возникновения в ней опасных напряжений.

В заключение рассмотрим амплитудно-частотную кривую, введя относительную амплитуду  λ*  и относительную частоту  z.

Представим амплитуду (39) вынужденных колебаний (43) как произведение двух сомножителей:
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(47)

где 
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 – статическое смещение точки под действием постоянной силы H;
z = 
[image: image146.wmf]k

p

 – коэффициент расстройки (относительная частота).

Введём коэффициент динамичности  λ* = 
[image: image147.wmf]0
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 – (относительная амплитуда).
Тогда из (47) имеем:
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(48)

Графическая зависимость  λ* = λ*(z) представлена на рисунке, где при резонансе  (z = 1) λ* → ∞; при z → ∞, λ* → 0, т.е. при большой частоте возмущающей силы вынужденные колебания весьма малы.
[image: image149.png]AR





Рис.3.3.
Итак, резонанс возникает при совпадении частоты  p  возмущающей силы с частотой  k  собственных колебаний. Резонанс представляет явление наложения на колебания, происходящие с собственной частотой, колебаний с частотой возмущающей силы, амплитуда которых возрастает пропорционально времени  t.
§4  Вынужденные колебания точки при линейном сопротивлении
(вязком трении)
Пусть на точку действуют все силы, описанные в предыдущих параграфах.

[image: image150]
Рис.4.1
Согласно основному уравнению динамики:
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В проекции на ось  x  получим дифференциальное уравнение движения:
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(49)
	поскольку 


	
[image: image153.wmf]V
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 – сила вязкого трения;
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 – модуль силы упругости;
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 – закон изменения периодической возмущающей силы.


Дифференциальное уравнение (49) преобразуем к виду:
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(50)

где обозначены: 
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(51)
Общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения (50) с постоянными коэффициентами запишем как сумму:

x = х1+ х2





(52)

где

х1= А1е-nt sin (k1t+β1) – затухающие колебания в случае малого сопротивления  (n < k);
x2 = Авын sin (pt+δ-ε) – вынужденные колебания



(53)

Подставляя частное решение (53) дифференциального уравнения в (50) и приравнивая коэффициенты при «cos» и «sin» (pt+δ) в левой и правой части полученного из (50) уравнения, получим систему двух алгебраических уравнений относительно двух неизвестных постоянных характеристик  Авын и 
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, решая которую, получим:
Авын =
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(54)

[image: image163.wmf]2
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Таким образом, с течением времени (t → ∞) колебания  х1 затухнут (при малом сопротивлении n < k) и движение точки при установившемся режиме будет определяться вынужденными колебаниями (53) амплитуды (54);  резонанс (при  p → k) будет ослаблен, т.к. 
Авын → 
[image: image164.wmf]np
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Рассмотрим амплитудно – частотную кривую  λ*(z), полученную из (54), где обозначены:
А0 =
[image: image165.wmf]2
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h

 – статическое смещение точки под действием постоянной силы;  
λ =
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 – коэффициент динамичности (относительная амплитуда);
z = 
[image: image167.wmf]k

p

 – коэффициент расстройки (относительная частота);
ν  = 
[image: image168.wmf]k

n

– относительная характеристика сопротивления (вязкого трения).
Из (54) получим:
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(55)

На графике этой кривой можно выделить два «максимума» (при  
[image: image171.wmf]2
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а) при   z = zm =
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  (56)
б) при   z = 1 (прежний «резонанс» – без сопротивления)

λ*p = λ*(1) = 
[image: image174.wmf]n
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 (причём  λ*max > λ*p)

(57)

При  ν2  >
[image: image175.wmf]2

1

 (рис.4.2,б)  λ* монотонно убывает от λ*(0)=1 до λ*(∞)=0. 
[image: image176.png]1





Рис.4.2.
Итак, при наличии линейного сопротивления (вязкого трения) резонанс ослаблен (λ*max ≠ ∞) и «сдвинут» в сторону мéньших частот z=
[image: image177.wmf]2
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(или p), чем в случае вынужденных колебаний без сопротивления (там резонанс  λ*→ ∞  при  z=1)
Следовательно, чтобы избежать резонанса, необходимо прибегать к введению вязкого трения в колебательную схему – демпфированию (гашению) колебаний. Существуют и другие способы демпфирования, используемые в технике.
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